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de gauche à droite, Taxe des y vertical ascendant. Nous compte- 
rons les moments positifs de gauche à droite, soit des y positifs 
vers les x positifs. 

Désignons par 

a, v 

les composantes parallèles aux axes de coordonnées du déplace- 
ment élastique d'un point G de la fibre moyenne, dont les coor- 
données, lorsque cette fibre a sa forme naturelle, sont x ely; 

Par 

il 

Tangle dont a tourné la section de l'arc passant par ce point, 
angle compté positivement lorsque la rotation s'effectue de gauche 
à droite ou des j^ positifs vers les x positifs; 
Respectivement par 

M, N, T, J, S, E, ^E 

le moment de flexion, la compression de la fibre moyenne, Teffort 
tranchant, le moment d'inertie, l'aire et les coefficients d'élasti- 
cité longitudinale et transversale dans la section considérée ; 

Par des lettres portant l'indice zéro, les quantités se rapportant 
à un point particulier G© de la fibre moyenne, choisi une fois 
pour toutes, mais arbitrairement, à la gauche du point G; 

Par des lettres accentuées les quantités qui se rapportent à un 
point quelconque G' compris enlre G© et G; 

Par Jq» ^' et ^ les longueurs des arcs compris respectivement 
entre les points Gq, G', G et une origine fixe, ces longueurs comp- 
tées positivement de gauche à droite, en sorte que So=o si le 
point Go est pris comme origine des arcs ; 

Par S le coefficient de dilatation, par la chaleur, de la matière 
qui constitue l'arc ; 

Par T sa température comptée en prenant la température de 
pose pour zéro de l'échelle thermométrique, ces deux grandeurs 
étant supposées constantes dans toute l'étendue de l'arc. 

Nous rappellerons que nous entendons par moment de flexion 
en un point G la somme des moments, relativement à ce point, 
des forces agissant à sa gauche, de sorte que les moments de 
flexion positifs sont ceux qui tendent à ouvrir l'arc s'il est supporté 
(ce serait l'inverse s'il était suspendu); la compression N de la 
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fibre moyenne au point G est la somme des projections des mêmes 
forces sur la tangente à la fibre moyenne en G, cette somme 
comptée positivement dans le sens des s positifs ou de gauche à 
droite, de façon que N est positif si l'arc est réellement comprimé , 
négatif dans le^ cas contraire ; l'effort tranchant T est la somme 
des projections de ces mêmes forces sur la normale à Parc, la nor- 
male positive étanl telle que, dans la section parallèle à Taxe des j^, 
son sens soit celui des y positifs, soit le sens ascendant ; il en ré- 
sulte que le sens de la normale positive en un point est celui qui, 
en parlant du point, s'éloigne du centre de courbure si Tare est 
supporté ou tourne sa concavité vers le bas et, au contraire, celui 
qui va vers le centre de courbure si l'arc est suspendu. 

De ces diverses combinaisons il résulte que, dans les formules (Aq) 
du § 296 on doit adopter les signes inférieurs et qu'elles deviennent 

/•' M' 

j r^ M' 



Û = i2o 



/•^ M, , 






dy 






dx^ 



Si l'on néglige les effets de la température, ceux de l'effort 
tranchant et de la compression de la fibre moyenne devant ceux 
de la flexion, il vient 

Jr' M' 
u = Uo-h iio(r — Jo) — / grp (r —y ) ds, 
C' M' 

Û = lio- / 

••0 



(A) 



El 



-ds'. 



Si le point G^ est fixe et est pris pour origine des coordonnées, 

on aura 

Uq = r© = Oj 
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On peut d'ailleurs faire sortir ;r et ^ des signes d'intégration, 
puis supprimer les accents sous les signes d'intégration, ce qui ne 
change pas la valeur des intégrales définies, celles-ci ne dépendant 
que des limites d'intégration et non du mode de désignation de la 
variable par rapport à laquelle on intègre, de sorte qu'on aura 

'—i'^-f.'m'")'-l''w'"' 



(A') 



ou 



(A") 



Si l'on appelle X et Y les sommes des projections, sur les axes des 
X et des y, des forces qui agissent à la gauche du point G, on a 



(O 



as lis 

as as 



Par suite, les formules (Ao) deviennent, par une transformation 



<dvV 



facile et en observant que (-?■) + (^") 

/'Y' r^ / I \ T' 



(A.) 
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Si Ton néglige les termes contenant TefFort tranchant 

s M' "*' ^' 



(A,) 



/•* M' r* Y' 

Rappelons enfin que 



X = 









Par suite, à cause de (c), 



r^) 



dx ds dy ds ~ ds 



§424. 

Théorème fondamental. — Si^ aux divers éléments ds d^un 
arc de section et d'élasticité constantes ou variables, soumis à 
des charges quelconques {verticales ou non) et reposant sans 
encastrement sur deux tourillons fixes A. et h de niveau ou 

non, on applique des forces fictives ^ ds^ parallèles à la corde 

AB, dirigées dans un sens arbitrairement convenu ou en sens 
contraire, suivant que M est positif ou négatif, leur résultante 
coïncide avec cette corde {*). 

Pour le démontrer, prenons la droite AB (fig* A, page 8) pour 
axes des x, le point A pour origine et l'axe des y perpen- 
diculaire à Ax (2). 



(*) Ce Ihéorème suppose qu'on néglige reiïort tranchant et la compression de 
la fibre moyenne. 
(^) En général, les points d'appui A et B sont les extrémités de l'arc; mais le 
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La composante u du déplacement élastique d^un point quel- 
conque de la fibre moyenne ayant a; et j^ pour coordonnées est 
fournie par la première des équations (A") du § 423 



"7- 



/ â^'^'- 



Si on l'applique en particulier au point B, dont l'ordonnée y est 
nulle, on voit que son déplacement suivant la corde AB est 

<«) "^ /eI-^^*' 

l'intégrale étant prise dans toute la longueur de Tare comprise 
entre A et B et, comme le point B est fixe, on a, en ce point, ii= o 
et par suite 

qui signifie que la somme des moments de forces fictives ~=r=- pa- 
rallèles à la droite AB par rapport à tout point de celle-ci est nulle, 
que, par suite, il en est de même du moment de la résultante de 
telles forces, ce qui indique que cette résultante coïncide avec la 
corde elle-même. 

Remarques, — On voit que la démonstration ne suppose pas 
nécessairement que A et B sont les deux extrémités de Tare. Celui- 
ci pourrait se prolonger au delà de ses appuis sans que le théo- 
rème cessât d'être vrai. Les forces -vtt- ne seraient, dans ce cas, 

El ' ' 

toujours à appliquer qu'à la portion d'arc comprise entre A et B. 

Dans les applications nous supposerons que ces deux goints 

sont les extrémités de l'arc. Si l'arc est d'élasticité constante, de 

section constante ou variable, le théorème s^applique à des forces 



Ihéoréme précédent subsiste quels que soient ces points, même si l'arc se pro- 
longe au delà de ses appuis ou de l'un d'eux. Mais, dans ce cas, les forces -,- - 
ne doivent toujours être appliquées qu'à la portion de l'arc comprise entre A etB. 



ARC REPOSANT SUR ROTULES. 



fictives -r ds et Téqualion (a) devient 

(2') J^yds = o, 

Si, en outre, il est de section constante, le théorème s'applique 
à des forces fictives ^ds et Téquation (2) devient 

(a') f}\yds = o, 

§425. 

EIPBE88I0H DE LA POUSS£e. — Soient {fig. A, page 8) 1, 2, 3, 4, 5 
les charges supposées verticales qui agissent sur un arc ACB posé 
sur deux tourillons de niveau A et B. Le polygone des pressions 
est (§ 69) un des polygones funiculaires de ces charges assujettis 
à passer par les points A et B. Soit A. 1.2. 3. 4. ëB ce polygone 
dont la distance polaire inconnue mesurée à l'échelle des forces 
représente la poussée q de l'arc. 

Le moment de flexion M en un point quelconque G est égal 
(§ 198) au produit de cette distance polaire par la portion d'or- 
donnée X^ comprise entre le polygone des pressions et l'arc, cette 
portion d'ordonnée étant comptée positivement ou négativement 
suivant que le polygone est extérieur ou intérieur à Tare. Ainsi 

(3) M --=^2;, 

ou 

M = y(^— 7), 

z ely désignant les ordonnées du polygone et de l'arc comptées 
depuis leur corde commune AB. 

Traçons {fig- A© et a) un polygone funiculaire des forces 
données entièrement arbitraire aolo2o3o4o5o j3o, de distance po- 
laire q^ choisie selon les convenances de l'épure, et prolongeons-en 
les côtés extrêmes jusqu'à leurs rencontres avec les verticales A 
etBenaoCt^o; soit ^0 son ordonnée comptée depuis la corde ao^o- 
On a identiquement (§43 bis) 

(4) qzzzzq^zQ, 
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Par su i te 



(4') 



Fig. A. 




•<; 



Fig. a. 



// 

// 



\ 
\ 



\| 



expression où tout est connu sauf la constante q. Pour la déter- 
miner, il suffit d'appliquer le théorème du paragraphe précédent 
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OU de porter cette expression dans l'équation (2), ce qui donne 

(5) g,J^^y=gJZ-y. 

L'intégrale du premier membre représente la somme des mo- 
ments par rapport à un point de la corde AB de forces horizontales 

~j-> toutes de même sens (puisque ^0 ^^ change pas de signe), 
appliquées à tous les éléments de l'arc. Celle du second membre 
représente la somme analogue pour des forces horizontales —^ • 
Toutes ces forces sont connues. 

Remarque. — La valeur commune des deux membres de (4) 
n'est autre que le moment de flexion pi que détermineraient les 
charges qui agissent sur Tare, si elles agissaient sur sa corde re- 
gardée comme une poutre posée sur appuis simples à ses extré- 
mités, de sorte que la formule (4') peut encore s'écrire 

(4") M = )x-qy, 

expression qu'on pourrait écrire directement en observant (§ 61) 
que les réactions verticales des culées d'un arc posé sur rotules, 
sous l'influence de charges quelconques, sont les mêmes que si ces 
charges agissaient sur la corde de l'arc regardée comme une poutre 
simplement posée sur les culées. 

Si l'on porte l'expression (4') dans la formule (2'), on obtient 
encore pour définir la poussée, l'équation 

<5', ! J»^ 



f 



y^ds 
"El 



qui ne diffère pas au fond de celle (5). La première est plus 
commode pour les applications graphiques, la seconde pour 
l'emploi des méthodes analytiques. 
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§ 426. 



MÉTHODE GÉNÉBALE POUR LA DÉTEBKINATIOH GBAPHiaUE DE LA POUSSÉE 
ET DU POLTCK)]fE DES PRESSIONS D'UH ARC DE SEGTIOH GOHSTANTE OU VA- 
RIABLE. — Pour appliquer la formule (5) graphiquement, concevons 
qu'on divise l'arc en un certain nombre de parties égales de lon- 
gueur commune A5 et remplaçons approximativement les inté- 
grales par des sommes. L'équation (5) deviendra, en supprimant 
le facteur A5 commun à tous les termes des deux nombres, 

Le coefficient de q^ représente la somme des moments, relative- 
ment à un point de la corde AB, de forces horizontales toutes de 
même sens, appliquées aux points de division de l'arc et de gran- 
deurs connues» 

El' 

De même, le coefficient de q représente la somme des moments 
analogues de forces ayant les mêmes lignes d'action que les précé- 
dentes, toutes de même sens et de grandeurs connues, 

El* 

Ces deux sommes de moments peuvent aisément se représenter 
par deux longueurs. Pour simplifier l'épure, nous supposerons, ce 
qui a lieu généralement, que l'arc considéré ACB {Jig^ A, page 8) 
soit de structure symétrique par rapport à la verticale CD de son 
sommet, les charges pouvant ne pas être symétriques (*). 

Désignant par ^0 et z^ les ordonnées déterminées dans le poly- 
gone funiculaire ao^o par deux verticales symétriquement placées 
par rapport à CD, on aura 

jiEl-^"^ El -^^ 

AC 



(*) La méthode graphique s'étend sans difficulté à des arcs de structure dissy- 
métrique. 
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la seconde somme ne s'étendant qu'à une moitié de TarCj par 
exemple, à la moitié AC. 
De même, 



iky-i 



7 



Eï-^' 



la seconde somme ne s'étendant aussi qu^à la moitié de l'arc; nous 
prenons la seconde moitié CB. 

Donc Téquation (6) devient, dans le cas d^un arc symétrique, 

AC BC 

Remarque. — Dans chacune de ces deux sommes, le terme qui 
se rapporte au sommet G doit être réduit à la moitié de sa valeur; 
car la force unique agissant sur l'un des points de division c/ rem- 
place les forces continues qui agissent sur chacun des deux demi- 
intervalles CiCUi et CiCi^i. Au point G il n'y a qu'un de ces demi- 
intervalles, puisqu'on ne considère qu'une moitié de l'arc. 

Geci étant, nous supposons que le nombre de parties dans les- 
quelles on a divisé l'arc soit, en général, pair et que sur la figure 
ce nombre soit douze, les points de division étant 

C; Cl, bi\ cs, 62; ..., csj bi. 

Pour construire la somme ^ "^ p,"^ ; au point G, on devra, en 
vertu de la remarque ci-dessus, appliquer une force 

1 ^0"^ ^U '"O 

2 2KI ~iËï' 

Zq étant l'ordonnée découpée dans le polygone ao ^o par la verti- 
cale IG, et E et I étant les valeurs du coefficient d'élasticité et du 
moment d'inertie de l'arc en son sommet; au point d une force 

horizontale ' ^ > Zq elZç^ désignant les ordonnées découpées par 

les verticales symétriques c et 6; E et I étant les valeurs du coeffi- 
cient d'élasticité et du moment d'inertie en chacun de ces deux 

points ; de même, en Ca, C3, C4, 

Sans entrer dans le détail des opérations, qui seront précisées 
par un exemple, concevons : 1° qu'on forme le polygone de ces 
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forces en les portant bout à bout, à une échelle quelconque, sur 
la demi-horizontale DA à partir du point D. Soit Dyo 1^ longueur 
du poljgone ainsi formé; a** qu'on construise le polygone funicu- 
laire de ces forces en prenant un pôle arbitraire O sur la verti- 
cale DC et ce même point O pour point de départ du polygone, 
en sorte que son premier côté OC coïncide avec le premier rayon 
polaire OD. Soit OCy ce polygone dont les sommets sont sur les 
lignes d'action des forces, soit sur les horizontales G; C|6, ; 
C262 i • • -7 ^5 ^5 î Y désigne le point d'intersection du dernier côté 
avec la corde. 

Si rf= OD est la. distance polaire, on a (§ 119) 



AC 



'~y=dx-^D. 



En faisant la même opération sur les forces jrj appliquées sui- 
vant les mêmes horizontales, les portant bout à bout dans la di- 
rection DB à la même échelle que les précédentes et construisant 
le polygone funiculaire G^ de même pôle O, on aura 



ii7 = </x?D. 



BC 



Par suite, l'équation (7) devient, en supprimant le facteuf 
commun rf, 

qui fournit g par la construction d'une quatrième proportionnelle. 
Pour l'obtenir, joignons le point O aux points p et y. Prenons 
D/i< égal à la dislance polaire ^q= O/i (Jfg» ci). Menons (Jiff- A) 
la verticale A| A^ jusqu'à sa rencontre en /z2 avec 03, puis l'hori- 
zontale A2D' y' jusqu'à sa rencontre avec Oy. On aura ^r == D'y^, 
cetle longueur étant naturellement mesurée à l'échelle des forces 
adoptée sur \dijig, a pour les charges données. 

Remarque L — On peut, si on le veut, se dispenser de construire 
celle quatrième proportionnelle en observant que, la distance po- 
laire q^ du polygone ao^o {fi?- ^) ^tant arbitraire, on peut com- 
mencer, avant tout, par déterminer (Jig» A) la longueur ^D qui ne 
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dépend que de la structure de l'arc et non des charges qu'il porte 
et qui est à trouver une fois pour toutes, puis prendre pour la dis- 
tance polaire q^ du polygone funiculaire ap ^o des charges réelles 

(8) yo=pD, 
d'où résultera directement 

(8') ^ = YD. 

S'il était plus commode de prendre ^o ^S^ à un multiple ou 
sous-multiple simple n de ^D, en sorte que 

(9) <7o=/ix?D, 
on aurait de même 

(9') <7 = nXYD. 

Remarque IL — Si l'arc est très surbaissé, il suffit d'amplifier 
les ordonnées y des points de division C; C2, b^\ C3, 63 -, ... dans 
un rapport arbitraire A*: i et de supposer des forces 

lËT ^^ Ëi' 

appliquées aux extrémités des nouvelles ordonnées. Cela aura pour 
effet de multiplier par k les moments de toutes ces forces; par 
suite, le rapport des sommes de ces moments, rapport qui entre 
seul dans l'équation (6) et celles qui en sont déduites, ne sera pas 
modifié. 

Remarque 111, — Si Tare est d'élasticité constante, son coeffi- 
cient d'élasticité E disparaît en facteur commun de toutes les équa- 
tions, et c'est sur les forces 

^^ et ^ 

21 I 

qu'on aura à opérer 

Si l'arc est en même temps de section constante, le moment 
d'inertie I disparaît également, et c'est sur des forces égales ou 
proportionnelles aux ordonnées 

Zo H- Zq 
^ et r, 

directement mesurables sur la figure, qu'on aura à opérer. 
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Pour les premières, soient {fig- Aq) 5© cl -3^ deux ordonnées 
équidistantes delà verticale O'; joignons leurs extrémités supé- 
rieures; Tordonnée comprise entre cette ligne de jonction et la 
corde, déterminée par la verticale O', est évidemment la demi- 
somme 

Remarque IV, — Le pôle du polygone funiculaire ao^o» dont 
la distance polaire Ço peut être prise quelconque à moins qu'on 
se la donne en mettant à profit la remarque I, est lui-même arbi- 
traire. Nous le prendrons généralement, avec Eddy, sur la perpen- 
diculaire au polygone des forces menée par le point de division 
qui sépare les deux forces limitrophes de la verticale du sommet 
de Tare. S'il passe une force par ce sommet, on prendra le pôle 
sur la perpendiculaire au polygone des forces, menée par le 
milieu du côté de ce polygone représentant la force agissant au 
sommet de Tare. Ici {/ig- a) le pôle O serait sur Thorizontale 
menée par le point 3.4 à la distance O A = çr© j"gée convenable. 
Le côté 3o.4o du polygone funiculaire qui joint les deux forces li- 
mitrophes de la verticale du sommet de Tare est donc horizontal. 
Les côtés 3o.2o9 ^o-^o» ^o^o sont parallèles aux trois rayons po- 
laires placés au-dessus de l'horizontale Oh et les côtés 4o.5q, SqPo 
parallèles à ceux placés au-dessous de cette ligne. On peut, par 
suite, supprimer la figure a et l'annexer à celle Aq en prenant 
pour pôle le point O' où la verticale qui passe par le sommet 
de l'arc coupe le point 3o.4o. A cet effet, prenons 

0' h' ^ O' h" = Oh = ço^ 

Sur la verticale du point h' placé à la droite de O', portons les 
forces 4 et 5 agissant de ce côté du sommet de Tare en commen- 
çant par la plus voisine du milieu de l'arc. 

De même, sur la verticale du point h", portons, bout à bout, 
les forces 3, 2, i en commençant aussi par la plus voisine du milieu. 

Les rayons polaires issus de O' et allant vers les points de divi- 
sion des deux portions /*' et A" du polygone des forces donnent 
les portions correspondantes du polygone funiculaire. 

Si la charge agissant sur une moitié de la poutre, par exemple, 
sur la moitié de gauche, est uniforme, la portion O'ao du polygone 
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funiculaire devient un arc de parabole et, comme sa tangente en 
O' qui remplace le côté O'Sq est horizontale, ce point O' est le 
sommet de la courbe, quelles que soient les charges agissant sur 
la moitié de droite. 

§ ^27. 

AFPUGATIOH A UH ARC DE 8EGTI0H GOHSTAHTE. — Considérons un arc 
circulaire x\CB (^fig* A, PI. XXXIIl) dont la portée soit 

AB = i6o% 

et la flèche CD = 42™, 5o. Ce sont les dimensions de l'arc du beau 
pont établi par MM. Eifiel et Seyrig sur le Douro à Porto. Nous 
le représentons à Téchelle de 1™"* par mètre. 

Nous le supposerons d'abord soumis à une charge uniforme sur 
sa moitié de gauche et entièrement vide ou dépourvu de charge sur 
sa moitié de droite. 

Divisons-le en 16 parties égales, soit chaque moitié en 8 par- 
ties à partir de son sommet C. On aura les points de division 

Cl, Ci, C3, ^4, Cs, Cg, Cl 

pour la partie de gauche, et ceux 

^1, 62, 63, ^4, 65, ^6, ^7 
pour celle de droite. Désignons parj^o ^^ flèche CD et par 

y\, jï, 73, 7*» 75, 76» Ti 

les ordonnées des points de division. 

Doublons-les, ce qui donnera les points marqués 

C; c',, b\ ; c\, h\\ 

Ceci posé, nous ferons successivement les opérations sui- 
vantes : 

I* Tracé du polygone funiculaire G' p. — A partir de D, portons, 
bout à bout, suivant DA, des longueurs proportionnelles aux or- 
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données i^o» JKn J'2) • • -^/t (')• Nous porterons 

!_ jo ^ .ro ri .yi ... Z! 

^ 1 /{ '2 'À 1 

de sorte que nous aurons le polygone dont les côtés marqués 
o', i', 2', 3', 4', 5', 6', / 

représentent respectivement des forces dont les lignes d'action 
sont les horizontales menées par 

C, b\, b\, b\y b\y ..., 67. 

Prenons le point C pour pôle et menons les rayons polaires; 
puis construisons le polygone funiculaire correspondant C'^. 

a** Courbe faniculaire des charges. — Le polygone funiculaire des 
charges devient ici un arc de parabole. 

Nous prenons, profitant de la Remarque I du paragraphe pré- 
cédent, pour distance polaire 

Menons {fig- Aq) une horizontale quelconque AoO'Bq. 

Prenons 07/ = yo> et sur la verticale de It!' portons la charge 
totale. Cette charge est de 80/? s'il agit p unités de force par 
mètre. 

Représentons par une longueur de i*""* la charge p par mètre, 
en sorte que le polygone des forces aura une longueur de o™,o8. 
Soit h\ son extrémité. 

Si Ton prend le point O' pour point de départ de la parabole 
courbe funiculaire des charges, elle est tangente au rayon hori- 
zontal O'/i", c'est-à-dire que O' sera le sommet de la courbe; sa 
tangente au point où elle coupe la verticale de l'appui A sera 
parallèle au rayon polaire O' h\. Prolongeons ce rayon jusqu'à son 
intersection en li\ avec la verticale de l'appui A; le point a©, mi- 
lieu de Ao/t'i, est le point où la courbe a sa tangente parallèle à 

(*) Dans la pratique, il serait préférable de les porter daas le sens DB pour 
dégager un peu la moitié de gauche de l'épure. Ici, on a réservé cette partie pour 
d*autres indications. 
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Au milieu de O'Aq, Fordonuée de la courbe sera -7-^; au tiers, 
— î-î; .... On peut donc la tracer 1res exactement. 

Sur la partie de droite, le polygone funiculaire se réduit à Tho* 
rizontale O'Bo, de sorte que sa corde est aoBo. 

3* Tracé du polygone ftonicnlaire C'y. — On peut à présent former 
les longueurs des forces horizontales à appliquer aux points 

(C) C, C|, Cj, Cj, •••) ^T 

Au point C, c'est la moitié de l'ordonnée O'D' comprise entre la 
parabole et sa corde, déterminée par la verticale de C; au point b\ , 
la moyenne des ordonnées déterminées par les verticales b\ et c\ , 
et ainsi de suite ; les moyennes s'obtiennent comme il est dit à la 
fin de la Remarque 111 du paragraphe précédent. 

Leurs longueurs doivent être réduites à la moitié de leurs va- 
leurs comme les ordonnées jk, dans le tracé du polygone C'p. 

On porte ces longueurs réduites bout à bout suivant DA, ce qui 
donne les forces 

o', i", a', 3", 4", 5", 6", 7", 

appliquées aux points C, c\^ c\j .... 

On mènera les rayons polaires issus de G', et le polygone funicu- 
laire correspondant est le polygone cherché C'y. 

4*" Tracé du polygone des pressions. — La poussée q est 

Ayant la poussée, on peut trouver le polygone des pressions 
qui, pour le demi-arc chargé, est une parabole et pour le demi-arc 
vide, une droite. 

Modifions [fig. Ao) l'ordonnée O'D' du polygone funiculaire 
«0 Bo dans le rapport D^ : Dy, c'est-à-dire construisons une ligne 

en portant sur O'Bo, à partir de O', les longueurs égales à D|î 
III. a 
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et D Y (la première O'A" se trouve loutç portée), joignant l'extré- 
mité y de la dernière à D' et menant par l'extrémité de la première 
une parallèle à cette ligne ; la longueur z = OD" ainsi obtenue est 
portée à partir de D, ce qui donne l'extrémité Cq de la parabole 
funiculaire. 

Cette courbe ayant une distance polaire connue q et devant 
passer par les points A et Co est dès lors facile à tracer. 

Par le milieu w de h''h\ menons une parallèle à ACq ; le pôle O* 
est (§ 43) à rinterseclion de cette ligne avec la verticale menée à 
la distance q = yD de h'^h\. 

Les tangentes à la parabole en A et Cq sont respectivement pa- 
rallèles à C'A" et 0"A;. 

Comme vérification (*), la verticale du point d'intersection de 
ces tangentes doit passer par le milieu de ACo et le milieu de cette 
portion de verticale donne un nouveau point de la courbe où la 
tangente est parallèle à ACo, ce qui suffit pour la tracer. 

La tangente en C© qui forme le côté extrême du polygone des 
pressions, puisque la moitié de droite de l'arc n'est pas chargée, 
doit passer par l'appui B (*). 

Le moment de flexion en chaque point de l'arc est le produit 
^ X 1^ de la poussée par la portion d'ordonnée comprise entre le 
polygone des pressions ACqB et l'arc donné ACB, l'un des fac- 
teurs mesuré à l'échelle des forces, l'autre à l'échelle des longueurs. 

Supposons que ^ et q soient mesurés en millimètres, en sorte 
que ces deux lettres représentent les nombres de millimètres con- 
tenus dans les deux lignes. 

Comme l'échelle des longueurs est de i"*"* par mètre et l'échelle 
des forces de i™" par /?*'6"»j le moment sera 

M = q xt^ X p kilogrammètres, 

c'est-à-dire le moment d'une force q X 2^X/>^^" agissant sur un 
bras de levier de i™. 

Si la charge p régnait sur toute la longueur de l'arc, il est évi- 
dent, à cause de la symétrie, que le moment de flexion en chaque 
point serait q x (J^-hC)/^» ^ étant l'ordonnée comprise entre le 



(0 Pour le tracé de la parabole, voir Note II biSf t. I. 
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polygone des pressions et l'arc, au point considéré, et 'Q l'or- 
donnée analogue en son symétrique. 

Si, outre la charge permanente p, il régnait une surcharge p' 
sur la moitié de gauche de Parc, le moment en un point serait 

§ 428. 

APPUGATIOir A UH ABG DE SEGTIOir YABIABLE. — Supposons que Tare 
précédent soit de section variable, mais toujours de structure sy- 
métrique par rapporta la verticale du milieu, en sorte que c'est la 
somme des moments de forces égales ou proportionnelles aux 
rapports 

L et ^^±^ 



I 2I 

qu'on a à faire, I désignant le moment d'inertie en chaque point ( * ). 
Admettons que l'on puisse diviser l'arc entier en neuf parties 
(égales ou inégales) telles que, dans chaque partie, le moment 
d'inertie soit sensiblement constant. Prenant pour unité la valeur 
du moment d'inertie dans la partie centrale de l'arc, supposons 
que, dans les autres parties symétriquement placées par rapport à 

celle-ci, les valeurs de I soient respectivement |> ^j -> 7- Alors 

{fig- A, PL XXXIIT) les ordonnées z^ de la partie centrale 
peuvent être conservées, c'est-à-dire que, dans la partie centrale 
comprise, je suppose, entre les points /?,, />j {.fig- Aq), on a 

Dans les deux parties symétriques/?! /?2 et/?',/?!j, où I = |, on a 

z^ 5 

T = Y'- 



(*) Si le coefficient d'élasticité était lui-même variable, c'est El qui se tTouve- 
rait en dénominateur : cela ne changerait rien à la marche qui va être indiquée. 
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q 

Dans les parties p^pz et/?^^,, où I = ^> on a 

y = 3^0. 
Dans les parties /?3/>.i,/?3/?'^, oui = -> on a 

Enfîn, dans les segments extrêmes où I r= -» on a 

^0 5 

En amplifiant ainsi les ordonnées ^o ^^ obtient, à la place de la 
corde «oBq, le contour brisé tracé en traits discontinus fins, et ce 
sont les ordonnées comprises entre la courbe funiculaire ao O'Bo 
et ce contour brisé qui remplacent celles ^o ^^ ^'o ^^ paragraphe 
précédent. 

Si l'on appelle z^ l'une quelconque de ces ordonnées et :;', sa 
symétrique, aux points C, c,, c^, . . . , c'^, ce sont des forces égales 

ou proportionnelles à — qu'il faut appliquer au lieu de celles 

^0 -t" ^0 

De même i^fig^ A), aux points C, b\^ 6!,, . . ., b\^ au lieu de 
forces égales ou proportionnelles aux ordonnées j^ comprises entre 
le demi-arc CB et la corde DB, ce sont des forces égales ou pro- 
portionnelles aux ordonnées comprises entre cet arc et le contour 
brisé indiqué en pointillé sur la droite de la figure et déduit des 
ordonnées y^ comme celui de \Afig. A©, a été déduit de ^o- Ici, à 
cause de la symétrie, il suffit d'opérer sur la moitié de l'arc. 

Les nouvelles forces remplaçant celles y et — étant ainsi 

obtenues, la marche du paragraphe précédent se conserve sans 
modification. 

§ 429. 

POUSSÉES PRODUITES DANS SES DIVERSES POSmOKS PAR UH POIDS MOBILE 
PARCOURAIT un ARC* — Si un poids unique P parcourt un arc de 
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section constante ou variable, on pourrait, parla méthode qui pré- 
cède, déterminer la poussée et, par suite, le polygone des pres- 
sions qu'il produira dans chacune de ses positions. Mais cette 
marche serait compliquée si on l'appliquait à un grand nombre de 
positions; je vais établir un théorème qui permet de trouver la 
poussée dans toutes les positions de la charge, par la construction 
d'un seul polygone funiculaire en dehors de celui C'^, tracé une 
fois pour toutes et indépendant des charges, défini au § 427. 

Théorème. — Si un mobile unique parcourt un arc de sec- 
tion constante ou variable^ et qu^en chaque élément dx de la 
corde de Varc, considérée comme une poutre droite posée sur 
appuis simples à ses extrémités^ on applique une force fictive 

égale ou proportionnelle à j -^dx = ^ ds, force connue^ ne 

dépendant que des dimensions de l'arc, le moment de flexion 
que ces forces déterminent en un point quelconque de la poutre 
représente, à un facteur constant près, la poussée que le mo- 
bile, arri{^é sur la verticale de ce point, détermine dans Varc, 

En effet, l'expression analytique de la poussée d'un arc d'élasti- 
cité constante, de section constante ou variable, est, d'après la 
formule (5') du § 425, 



^ ds 

(8) q = ■^'* 



X 



'v-y. 



I^ 



ds 



les intégrales étant étendues à l'arc entier supposé de longueur 5, 
a désignant le moment de flexion que produirait la charge, quelle 
qu'elle soit, sur la corde de l'arc regardé comme une poutre à 
appuis simples. 

Prenons l'extrémité gauche de l'arc pour origine des coordon- 
nées; la corde pour axe des x. Soient a l'abscisse d'un poids 
unique P agissant sur l'arc et cr la longueur de la portion de l'arc 
comprise entre son extrémité gauche et le point d'application de 
la charge P. 

Le moment de flexion jx que celle-ci ferait naître sur la corde 
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considérée comme une poutre est, savoir : 

_ _ / — a 

Pour a:<a |jl = P — j — x 

Pour or > a [x = Pj(/ — x) 

Donc 

qu'on peut écrire 



ou 



x'«^=p[.xv^?-r<-')f-]- 

Par suite, 

Or, si Ton applique aux divers éléments de la poutre fictive que 

forme la corde des forces ^^-r^y la réaction de Tappui gauche sera 

rintégrale qui multiplie a dans le premier terme du crochet. Donc 
ce terme est le moment de cette réaction par rapport au point 
d'abscisse a; le second terme est la somme des moments relative- 
ment à ce même point des forces agissant entre lui et l'appui 
gauche. Donc le crochet est bien le moment de flexion, en ce point 
de la poutre, des charges considérées. D'ailleurs le premier facteur 
est une constante ou une grandeur indépendante de l'abscisse a 
qui définit la position du poids P, de sorte que la proposition 
énoncée se trouve établie. 
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§430. 

UttlE DE POÏÏSSÉIt — Supposons un poids P = i circulant sur 
un arc de section constante ou variable. Dans chacune de ses po- 
sitions, suivant la verticale du poids, portons, à partir de la corde 
de l'arc, une ordonnée proportionnelle à la poussée qu'il déter- 
mine. Le lieu des points ainsi obtenus est ce que j'appellerai ligne 
de poussée de l'arc. Elle passe nécessairement par les deux appuis. 

Théorème. — La ligne de poussée d*un arc quelconque est 
une courbe funiculaire^ assujettie à passer par ses deux appuis, 

de forces fictives verticales, proportionnelles à ^ ds {y ds si 

l'arc est de section constante), appliquées aux éléments ds de 
rare. 

En effet, si l'on construit une telle courbe, ses ordonnées sont 
(§ 194) proportionnelles aux moments de flexion que les forces 

:~-^ produiraient dans la corde de l'arc regardée comme une 

poutre simplement appuyée à ses extrémités. Ces ordonnées sont 
donc aussi, en vertu du théorème du paragraphe précédent, pro- 
portionnelles aux poussées qu'un poids voyageur détermine dans 
l'arc et, par suite, la courbe dont il s'agit peut être considérée 
comme la ligne de poussée de l'arc, en adoptant une échelle des 
forces convenable. 

Remarque. — Pour utiliser graphiquement les résultats qui 
précèdent, on divisera l'arc en un certain nombre de parties égales 

Ils et l'on remplacera les forces élémentaires y ds par celles en 
nombre fini ^ ^^> appliquées aux points de division, ou par 

celles y» proportionnelles aux précédentes, puisque le facteur A5 
est le même pour toutes les forces, et l'on remplacera la courbe funi- 
culaire des forces y ds par le polygone funiculaire des forces ^ • 

Dans ces conditions, l'expression (9) de la poussée devient, en 
remplaçant les intégrales par des sommes et supprimant le facteur 
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A5 commun au numérateur et au dénominateur 



2Ï 



et, si la poutre est de section constante, 



/ 



(lo') q = P y , 



équations où les numérateurs sont les moments de flexion des 

forces y (^ si l'arc est de section constante) appliquées aux divers 

points de division, relativement au point d^application de la charge 
mobile. 

D'après cela, construisons un polygone funiculaire de distance 
polaire quelconque d des forces verticales ^ (y si l'arc est de sec- 
tion constante)^ prolongeons ce polygone jusqu'aux verticales des 
appuis, et le produit tj x rf de la distance polaire par l'ordonnée tj 
coïncidant avec la verticale du poids P et comprise entre le poly- 
gone' et sa corde représente (§ 194) le numérateur de l'expression 
de q] par conséquent, le même polygone fournit ce numérateur 
pour autant de positions du poids qu'on le désire. 

Le dénominateur, qui est une constante, est de même repré- 
senté, une fois pour toutes, par un produit d x h de deux lignes 
dont l'une peut être prise égale à rf (§ 426). Donc 

^ dx h h 

et il suffit de mesurer sur l'épure les deux longueurs r\ et h k une 
échelle commune quelconque (par exemple en millimètres et 

fractions de millimètre), de faire le quotient j- des deux nombres 

obtenus ; ce quotient, indépendant de toute échelle, est le nombre 
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abstrait par lequel il faut multiplier le poids P pour avoir la pous- 
sée qu'il produit lorsqu'il coïncide avec la verticale y), c'est-à-dire 
avec l'une quelconque des verticales passant par les points de di- 
vision. 

§431. 

APPUCÂTIOir A UH ABC STMÉTBiaUE ET DE SEGTIOir GOHSTAirTE. — Ap- 
pliquons la règle qui précède à l'arc de section constante et 
symétrique ACB déjà étudié et figuré sur la PL XXXIIl {fig* A). 
Divisons-le encore en seize parties égales parles points de division 

C; Ci, 6j; Cj, ôj; ...; c?, 67. 

Nous supposons que le poids P agisse successivement aux divers 
points de division : 

C7, Ce, Cj, Cv, Cj, Cj, Ci; G, 6i, 6j, ..., ^7, 

et nous nous proposons de déterminer la poussée qu'il produit 
dans chacune de ces positions. Il est clair que, dans deux posi- 
tions symétriques, il produit les mêmes poussées. 

Sur l'épure de la PL XXXIlI^ les ordonnées des points b\ 
sont (§ 427) les doubles de celles j^/ de l'arc donné; en revanche, 
sur le polygone D^o des forces fictives j^7, les mêmes ordonnées 
ont été réduites de moitié ; il en résulte que le pol^^gone funiculaire 
G'P de ces forces donne 



2f ^^•^'^S^'^^'^^^P' 


et, comme l'arc est symétrique, 

ê 
s i 

(II) '^y*=:^^y*=2CDxD?. 



Soit jKi l'ordonnée commune à deux points symétriques quel- 
conques Ci et bij et jKo l'ordonnée du point C, c'est-à-dire la flèche 
de l'arc. Concevons une force égale à^o appliquée en C; des forces 
égales k^i appliquées en d et t,; des forces égales à j^a appliquées 
en C2 et&3, et ainsi de suite; enfin des forces égales kyj appliquées 
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en C7 et 67. Ne considérons que celles de ces forces qui agissent 
sur le demi-arc BC et qui comprennent : i** celles 

77, rsj 75» 7*» /3> r»» yty 

appliquées respectivement aux points 

^7, ^6, ^8. ^*> ^3» ai, bi. 

2** la moitié de celles yo appliquée en C. 

Portons-les bout à bout de haut en bas sur la verticale du 
point p en commençant parcelle du sommet et en les réduisant au 
quart de leurs longueurs, pour ne pas trop allonger le polygone 
des forces, de sorte que les longueurs portées successivement 
sont 

70 yi 7î y-, 

T' T' T' •••' T' 

soit ^^' le polygone ainsi obtenu. 

Construisons le polygone funiculaire de ces forces en prenant 
le point D pour pôle et l'appui gauche A de l'arc comme point de 
départ. Nous aurons ainsi le polygone A^Ty^^^y^y^^i^oy dont les 
côtés Ayt, YtYa, •.. sont parallèles aux rayons polaires qui se 
succèdent en partant de celui D^'. 

Le symétrique de ce polygone serait le polygone funiculaire de 
même pôle des forces yi agissant sur le demi-arc de droite, de 
sorte que le polygone complet est celui AyoK- 

Ceci posé, lorsque le poids P agit en l'un quelconque des points 
de division, par exemple en C2, le produit 

4 X Dp X T,, 

de la distance polaire par l'ordonnée 712 du polygone AyoB't 
comptée depuis sa corde, représente le numérateur de l'expres- 
sion (10') de la poussée. Le facteur 4 vient de ce que les forces ji 
ont été, sur le polygone des forces, réduites au quart de leur gran- 
deur. 

Si donc on désigne par grj la poussée que produit le poids P 
lorsqu'il agit en C2, on aura, en vertu de (i i), 



^*" aC'DxDÛ ""CD* 
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Généralement, si tj est l'une des ordonnées de ce polygone et q 
la poussée que Funité de poids détermine quand elle agit suivant 
la verticale tj, on aura 

Le polygone AyoB dont les ordonnées t\ sont proportionnelles 
aux poussées q peut donc être considéré comme la ligne de poussée 
de Tare, et, si un poids P agit suivant la verticale t;, la poussée 
qu'il détermine s'obtient en multipliant ce poids par le rapport 
de l'ordonnée tj à la flèche CD de l'àrc. Si un poids P agit au 
sommet de l'arc et qu'on appelle q^ la poussée qu'il détermine 
dans cette position, on aura 

Or, sur l'épure, mesurée en millimètres, on trouve 

D'ailleurs, par les données mêmes, 

CD = 42,5. 
Donc 

c'est-à-dire qu'un poids P, placé au sommet de l'arc, produit une 

poussée qui est les o,6ï de ce poids. Si P = i, q^=^ ^^ = 0,61 , 

c'est-à-dire que l'unité de poids, quelle qu'elle soît, placée au 
sommet de l'arc, produit une poussée qui est représentée par le 

nombre ~=r- = 0,61 d'unités de forces; ce sera 0*^8,61 ou 0^,61, 

suivant que l'unité de poids est le kilogramme ou la tonne. 

§ 432. 

ARC DE SECnOll YABIABLE. — Si l'arc était de section variable, la 
marche à suivre serait exactement la même, sauf que, au lieu de 
procéder sur les ordonnées proportionnelles à y^ on procéderait 

sur des ordonnées proportionnelles à "^9 et ces ordonnées se dé- 
termineraient au préalable comme au § 428. 
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§ 433. 

LIGNES DINFLUOrCE DAH8 ÏÏN ABC DE SEGTIOir GOHSTAIITE Oïï YABIABLE.— 

Le tracé direct des lignes d'influence d'un arc serait une opération 
très laborieuse. 

Le moyen que nous allons indiquer nous paraît simplifier beau- 
coup le problème et le rendre très accessible à la pratique. 

Considérons (^fig^ 467 P» 29) une section transversale de l'arc 
de section constante ou variable, mais de structure symétrique, 
faite au point X d'abscisse quelconque x. 

Pour obtenir la ligne d'influence relative à la section X, on doit 
(§ 302) supposer un poids P = i parcourant l'arc et, dans chacune 
de ses positions G, porter, à partir de la corde AB, une ordonnée 
égale ou proportionnelle au moment de flexion qu'il détermine 
dans la section considérée : le lieu des extrémités de ces ordonnées 
est la ligne d'influence relative à la section X. 

Le moment de flexion a pour expression 

(12) M = fx — grj, 

|x étant le moment de flexion que le poids P = 1 produirait au 
point k d'abscisse x de la poutre droite AB dans sa position ac- 
tuelle G et ^ la poussée qu'il produit dans cette même position. 

Si donc a est l'abscisse du point mobile G, le terme |x est une 
fonction des deux quantités x et a, c'est-à-dire de la position de 
la section X et de la position actuelle du poids voyageur, tandis 
que q est une fonction de la seule variable a. 

Si, dans cette équation, on regarde x et, par suite, les coordon- 
nées X Q\. y comme deux paramètres constants et a et M comme 
des coordonnées courantes, elle représente la ligne d'influence 
relative à la section X. 

On tire de là 

, , M X CD {JL X CD _^ 

(12) = i- <7 X CD. 

y y 

Au lieu de porter en ordonnées les moments de flexion M, nous 
pouvons porter les valeurs du premier membre de cette équation, 
•valeurs qui, pour chaque section, sont proportionnelles à celles 
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de M. Soit z ces valeurs, en sorte que 



29 



(i3) 



M=^xr, 



et, quand on connaîtra la valeur maicima que prend z dans une 
section donnée X, par suite du passage d'un convoi, il suffira de 

Fig. 46. 




la multiplier par le rapport de l'ordonnée y de cette section à la 
flèche CD de Tare pour avoir la valeur maxima du moment de 
flexion qui peut s'j produire. 

On a 

[XX CD __ 

js = r ûr X CD. 

r ^ 

Au lieu de porter en ordonnées à partir de la droite AB les va- 
leurs de z, convenons de porter séparément les valeurs de chacun 
des deux termes qui composent le second membre. Ces deux 
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termes sont essentiellement positifs; si on les porte dans le même 
sens, par exemple de bas en haut, les portions d^ordonnées com- 
prises entre les deux courbes obtenues représenteront les valeurs 
de z, valeurs positives ou négatives suivant que la ligne fournie 
par le premier terme est au-dessus ou au-dessous de celle fournie 
par le second. 

Mais cette dernière ne dépend que de la position du poids voya- 
geur et non de la section X. C'est donc une courbe fixe à tracer 
une fois pour toutes, à savoir la ligne de poussée (§ 430) dont les 
ordonnées sont précisément 

7)==5r X CD. 

II s'agit maintenant de construire la ligne que Ton obtient en 
portant en ordonnée, à partir de AB, la valeur 

(14) • ^'= !^^^, 

qui forme le premier terme. Cette nouvelle ligne est particulière à 
chaque section, c'est-à-dire qu'il faut en construire autant qu'il y 
a de sections sur lesquelles on veut étudier l'influence d'un convoi 

CD 
mobile. Mais le rapport -^^ étant une constante pour chaque sec- 
tion, on voit que chacune des lignes à construire n'est autre qu'une 
ligne d'influence relative à la poutre droite AB. Elle est donc 
formée (§ 302) par deux droites passant (Jiff- 4^, p. 29) par les 
appuis A et B et se coupant sur la verticale du point X. Il suffit 
donc de déterminer le point K où elles se coupent sur cette verti- 
cale : or la valeur de |x répondant à la verticale du point X est, 
par définition, celle du moment de flexion que le poids P = i ap- 
pliqué suivant cette verticale au point k de la poutre droite AB 
produit en ce point même, et cette valeur est 

a:(l — x) 

^= — 2 — ' 

X = Ak étant l'abscisse du point X et / = AB la portée de l'arc. 
Donc l'ordonnée KAr du point K que nous appelons z'^. est 

^; = K* = ^HzJ:) X CD. 
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Si Ton construit la courbe lieu des points K représentée par 
cette dernière équation, où x et 5^ sont les coordonnées courantes 
{^y étant une fonction de j? n'y figure plus comme simple paramètre, 
mais comme variable), la connaissance de cette courbe fournit im- 
médiatement pour n'importe quelle section le point K et, par suite, 
le contour AKB aux ordonnées ^^ Ainsi, la construction de deux 
courbes seulement, la ligne de poussée et celle dont il s^agit, 
fournit /'équivalent des lignes d'influence relati\>es à toutes les 
sections. Nous appellerons la ligne lieu des points K la ligne 
des actions verticales, par opposition à la ligne de poussée ou 
ligne des actions horizontales, 

§ 434. 

GONSTRïïGTIOir ET DISGÏÏSSIOII DE LA UftlTE DES AGTIOirS VERTICALES. — 

Rien n'est plus facile que de la construire par points. 

Soit {fig* 46> P- 29) H le point où la verticale de X coupe 
rhorizontale menée par le sommet de l'arc. Par ce point, menez 
une parallèle à la droite AX qui joint le point X à l'un des appuis, 
par exemple à celui de gauche. Soit h le point de rencontre de 
cette parallèle avec la corde AB. Portez la longueur kh sur la ver- 
ticale de l'appui A. On obtient le point S. Joignons ce point au 
second appui B. La ligne SB coupe la verticale du point X au point 
cherché K. 

En effet, les triangles semblables HAA" et AKAr donnent 

kh _ X 

TA- y 

ou, comme kh = AS et A" II = CD, 

AS = - X CD. 

y 

D'ailleurs les triangles BKA* et BSA donnent 

KA _ lU _ l-T 
AS " BA ~ / ' 
d'où 

h' 
On peut ainsi construire autant de points que l'on voudra. 
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Mais un petit nombre de points suffit. 

La courbe est évidemment symétrique par rapport à la verti- 
cale CD. On construira donc le point situé sur cette ligne. Pour 
ce point, y = CD et 

^^= — 1 — = r 

L'ordonnée Zj. est le quart de la longueur AB. Il est bon de 
connaître les extrémités de la courbe, c'est-à-dire les ordonnées ^^ 
sur les appuis, ou Tune d'elles, puisqu'elles sont égales. 

Or, pour x= o, 

se 
y = et ^i. = CD X lim — • 

Menons la tangente A ^ à l'arc donné. 

Soit t son point d'intersection avec l'horizontale CAq et A© le 
point où celte horizontale coupe la verticale de l'appui. On a 

lim - = tangAoA^; 

par suite 

z'jc = AAo X tangAoAf = Ao^. 

Ainsi, prenant les ordonnées A^o= B^« = A^q^, on a les deux 
points extrêmes de la courbe. 

Prenant DCo= ^AD, on a son sommet Cq. 

Déterminant ensuite un ou deux points K et leurs symétriques 
K', on peut tracer la courbe. 

C'est ainsi qu'on a tracé la courbe ^o^o^i sur Isijig. 46 et sur 
celle A de la PL JCXXllL 

§ 435. 

PASSAGE D'un MOBILE UnaUE SÏÏE UN ARC. — Soit X un point de 
l'arc ACB {fig- A, PL XXXIII). Menons la verticale XK jusqu'à 
sa rencontre en K avec la courbe ^oC| t\. Joignons le point K 
aux deux appuis A et B ; les portions d'ordonnées verticales ;; com- 
prises entre le contour brisé ARB et la ligne de poussée A^o B 
sont proportionnelles à celles de la ligne d'influence relative à la sec- 
tion X. Si l'on mène à. la ligne de poussée une tangente parallèle 
à AK : 1° la verticale du point de contact; 2** la verticale déter- 



( 
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minée par le point X de la section que l'on considère, fournissent 
les valeurs maxima des deux ordonnées z et z' qui soient com- 
prises entre le contour brisé AKB et la ligne de poussée. La plus 
grande des deux est ici celle ;; répondant au point X. C'est donc 
quand le mobile occupe la position X, c'est-à-dire quand il passe 
dans la section considérée, qu'il y détermine le plus grand mo- 
ment fléchissant possible, et ce moment est 

P étant le poids voyageur, y l'ordonnée de l'arc donné ACB au 
point X et CD la flèche de l'arc. La longueur js, qui est la portion 
de verticale comprise entre la ligne de poussée et le contour AKB, 

doit être mesurée à l'échelle des longueurs; le rapport -—r est in- 
dépendant* de toute unité, en sorte que les deux termes peuvent 
être mesurés à l'échelle des longueurs. 

Supposons que la tonne soit l'unité de force et que P = 20*. 

L'échelle des longueurs est de 1"*°* par mètre. Alors, sizjj^, CD 
ont été mesurés sur la figure en millimètres, on aura 

y 

M = 20 X ^ X ^jr tonnes-mètres, 

c'est-à-dire que le moment de flexion maximum que le poids dé- 
termine dans la section X est le moment d'un couple dont la force 
est égale à 20.5^ tonnes et dont le bras de levier est i". On 

trouve 

z = i8™'",5, y = 34""", 0. 

D'ailleurs 

CD = 42""»^5, 

d'où 

M = 20 X 18,5 X 544 = 296^",6. 
42,5 

§ 436. 

PASSAGE D'un CONVOI SUR UN ARC. — Supposons {^g> A, 
PI. AJCXIII) que, au lieu d'un poids unique, il passe un convoi 
formé de cinq essieux dont les poids sont 

P,= 4*,35, P,= 4So5,- P3 = 6S45, P4=6S3, P, = 6S85. 
III. 3 
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Admettons que la distance entre P| et Pj soit de 2", 52, celle 
entre P2 et Ps de i"*, 16, celle entre P3 etP* de 1"*, 36 et celle entre P, 
et P5 de I ", 1 6. C'est un des types que nous avons indiqués dans la 
première Partie (§ 222). Il s'agit de trouver la position à donner 
au convoi pour qu'il détermine le moment de flexion maximum 
dans la section quelconque X et la valeur de ce moment. Il est 
évident que le convoi devra être à cheval sur la section X qui don- 
nerait le moment maximum en X si le convoi se réduisait à un 
seul essieu. Plaçons-le ainsi au sentiment dans la position indiquée 
sur la figure par les verticales P|, P2, P3, P^, P5. Nous l'avons 
placé de façon que le centre de gravité de tout le convoi soit 
sensiblement sur la verticale X. Ce centre de gravité serait facile 
à déterminer par le tracé d'un polygone funiculaire. Mais on voit 
par un calcul sommaire qu'il tombe entre les deux charges P3 
et P4. Nous plaçons donc le convoi de façon que la verticale X 
soit entre ces deux charges. Soient /?i,/?2, p^tPkiPh les points où 
les verticales des essieux coupent la ligne de poussée. Pour savoir 
dans quel sens il faut déplacer le convoi à partir de cette position 
pour l'amener dans la position la plus défavorable à la section X, 
portons (yï^. a) sur une horizontale aè les charges P< , P2, P3, P4, 
P5 à l'échelle de 2""* pour une tonne. Soient i, 2, 3, 4? 5 les lon- 
gueurs ainsi obtenues. 

Par le point* a, menons une parallèle à la tangente à la ligne de 
poussée en/?< , jusqu'à sa rencontre avec la verticale du point 1 . 2 
de \^fig- a; de là une parallèle à la tangente en p2 jusqu'à la ver- 
ticale du point 2.3; puis les parallèles aux tangentes en pz^ Pi^ 
P^t jusqu'aux verticales 3.4, 4-^ et 6. On formera ainsi le contour 
polygonal ab' qui est sensiblement une droite. Menons, d'autre 
part, du point a, la ligne ak parallèle à AK jusqu'à sa rencontre 
en k avec la verticale du point 3.4 qui, sur le polygone des forces 
abs sépare les deux forces limitrophes de la section X et par le 
point k une ligne kb" parallèle à /:B jusqu'à sa rencontre en b^ 
avec la verticale du point i. En raisonnant sur les ordonnées z com- 
prises entre la ligne de poussée et la ligne brisée AKB comme on 
a raisonné au § 312 sur les ordonnées comptées depuis une hori- 
zontale, on verra que la position choisie ne répondrait au mo- 
ment maximum en X que si le point U coïncidait avec 6". C'est 
ce qui n'a pas lieu ; il faut donc déplacer le convoi dans un sens 



ARC REPOSANT SUR ROTULES. 35 

tel que, si Ton construit les contours analogues à ahf et akV' ré- 
pondant ^ sa nouvelle position, la nouvelle ordonnée Vh^ soit 
nulle ou de signe contraire à celle V ¥ elle-même, c'est-à-dire de 
façon que le nouveau point M vienne passer au-dessous du nou- 
veau point V . Comme, par suite d'un petit déplacement, le point V 
ne change presque pas, pour que le point If se déplace assez pour 
passer au-dessous de 6', il faut mouvoir le convoi vers la droite 
assez pour qu'un essieu franchisse la section. Ce sera l'essieu n° 3. 
Alors les deux essieux limitrophes de la section seront ainsi 2 et 3 ; 
le point k sera remplacé par k^ et le point b^ sera remplacé par b\ . 
Donc, à l'Instant où l'essieu n® 3 franchit la section, l'accroisse- 
ment du moment fléchissant change brusquement de signe en pas- 
sant du positif au négatif, d'où je conclus que c'est à cet instant 
même que le moment maximum se produit dans la section. La 
position correspondante du convoi est donc celle que l'on cherche; 
elle est indiquée en pointillé. 

Soient 5',, z[^^ Z3, z\^ z\ les ordonnées que les verticales des es- 
sieux déterminent alors entre la droite AK et la ligne de poussée, 
mesurées à l'échelle des forces. Le moment de flexion maximum 
que le passage du convoi détermine dans la section X est 

M = gij(Pi-'i -^ Pi^; -^ P3-i -^ P*< -+- Ps^i), 

y étant l'ordonnée de Tare au point X et CD la flèche de l'arc, 
les mesures étant prises comme au paragraphe précédent. 
On trouve sur l'épure 

z\ = i5,5, z\ ^ 16,5, 

^3=18,0, z\ = iy,5, >5'5=i6,5, 

d'où, à cause dey = 34, o, CD = 42,5, 

On peut aussi, au lieu de calculer la parenthèse, la construire. 
A cet efi^et, sur une verticale (Jig- 6, PI. JCJCXIIl), à partir d'un 
point O, on portera 

Oz\ = z\, Oz\ = z\, Oz\ = Vj, Oz\ = z\, z\ = V. 
dans un sens ou en sens contraire, suivant que les ordonnées z\^ 
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z\^^ . . . sont positives ou négatives. Aux points obtenus, on appli- 
quera des forces horizontales P|, Pa, . . .; on construira un poly- 
gone funiculaire, de distance polaire CD de ces forces. Le produit 
CD X mn de cette distance polaire par le segment que Thorizon- 
tale Ox intercepte entre les côtés extrêmes de ce polygone donne 
la valeur de la parenthèse. Par suite 

M =^ X mn. 

Le segment m/isera naturellement mesuré à l'échelle des forces 
ou de 2™™ pour i tonne, et l'ordonnée y de l'arc à l'échelle des 
longueurs ou de i°™ par mètre. Si donc on évalue y et mn en 
millimètres, on aura 

-_ y X mn 

M = tonnes-metres. 

On trouve 

7 = 34 ,0, mn = 22'"'",4 ; 

d'où 

M = 38o^,8, 

chiffre peu éloigné de celui 878,9 trouvé par le calcul direct. 

§437. 

UftNES D'IRPLUENGS DES EFFORTS TRANGHAnS. — L'effort tranchant 
a pour expression 



m m. 

et, comme 
on a 


^ dM 
ds 


(.5) 


^=t-'f. 


ou 





^=®-')S- 



Soient X le point de la fibre moyenne par lequel passe la section 
relativement à laquelle on cherche la ligne d'influence et i l'incli- 
naison de la tangente à l'arc en ce point. On aura 



T dii . 

—. — . = -r- cot i — g 
sin i dx * 



ou 



Soit 



d'où 
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Tx -9^. = ^x GDcotJ-^xGD. 
sm i dx 



sini 



(i6) ^ = ^'><GD 

et 

(17) zt=^ ^ xGDcotï — ^xCD. 

Pour une section donnée, les grandeurs ^, jk? i qui entrent dans 
cette équation sont des paramètres constants, et si l'on regarde a 
et Zt comme des coordonnées courantes, on aura l'équation de la 
ligne d'influence d'eflbrt tranchant relative à la section quel- 
conque X. 

On voit que les ordonnées de cette ligne se composent de deux 
parties : l'une q x CD est l'ordonnée de la ligne de poussée; elle 
est indépendante de la section X que l'on considère et a déjà été 
tracée. 

Donc, si l'on pose 

(18) ^;=^GDcot« 

et que Ton construise, pour chaque section X, une ligne ayant a 
pour abscisse et z^ pour ordonnée, les parties d'ordonnées com- 
prises entre la ligne de poussée et les lignes ainsi obtenues sont 
celles Zt et fournissent, par suite, les efforts tranchants par l'é- 
quation (16). 

Or, en tous les points compris entre Pappui de gauche A 
(Jig' 46, p. 29) et une section X, soit pour a < ^, on a 



et, pour a > j:, 
Donc, pour a < ^, 



l^ = 



a(^ — x) 
(l—a)x 



3Ï """"7'' 
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pour a >• ;r, 

d[i ^ 1—9. 

di ^~r' 

et, par suile, pour a. <^Xy 

Zi = ^j X CD col i 
el, pour a >> ^, 

^; = ^^ X CD coll. 

Construisons les deux droites parallèles que représentent ces 

équations. La première passe par le point A (z'f = o pour a = o) 

et son prolongement coupe la verticale du point 6 en un point b 

dont l'ordonnée est 

z't = — 00 col L 

La seconde passe parle point B et est parallèle à la précédente. 

Par le point A, menons une parallèle à la tangente en X à Tare 
donné jusqu'à sa rencontre en a avec Thorizontale du sommet dp 
Tare. On aura en valeur absolue 

Aoa = CD col i = z'i. 

Donc, sur la verticale de B, nous prendrons Bi = Aoa et nous 
mènerons la droite A 6 et sa parallèle Ba. 

Soient X' et X" les points où les droites A 6 et B a coupent ia 
verticale de X. Les ordonnées z'^ sont celles des deux portions de 
droite AX' et X"B; et les ordonnées Zt proportionnelles à celles 
de la ligne d'influence d'eflbrt tranchant relative à la section X 
sont celles comprises entre la ligne de poussée AyoB construite 
une fois pour toutes et le contour brisé AX'X"B. 

En passant d'une section X à une autre, on n'aura à prendre 
que la longueur Bb égale à la valeur de Aoa correspondant à celte 
section et à mener les deux parallèles A 6 et Ba; mais on n'aura 
aucune courbe nouvelle à tracer. 

Remarque, — Pour la section C du sommet, on a cot^^z^x 
et la construction précédente serait illusoire. Mais l'équation (i5) 
donne, dans ce cas, à cause de 

dy dx 

T= ^ ^^ 
ds dx 
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qui montre que la ligne d'influence relative à l'effort tranchant au 
sommet de l'arc est la même que s'il n'y avait pas de poussée, 
c'est-à-dire est la même que celle de la section D du milieu d'une 
poutre AB simplement appuyée à ses extrémités. Pour l'obtenir, 
on prendrait (§ 303) Bb égal à Vunité de force, au lieu de prendre 
cette ordonnée égale à CD cote; on joindrait A 6. Pendant qu'un 
mobile de poids P = i parcourt le demi-arc AG, l'effort tranchant 
qu'il produit sur la section G est l'ordonnée de la droite A 6 et, pen- 
dant qu'il parcourt la partie symétrique, l'effort tranchant a les 
mêmes valeurs changées de signe. 

Si une section est très voisine du sommet, la construction géné- 
rale ci-dessus indiquée fournirait des points b et a très éloignés. 
Il sera nécessaire, pour de telles sections, de réduire toutes les 
ordonnées ainsi que celles de la ligne de poussée dans un même 
rapport, c'est-à-dire de les tracer à une échelle plus petite, de 
façon à rester dans les limites du dessin. 

§ 438. 

EFFORT TBAIGHAFT MAXUUH PRODUIT FAR LE FASSAftE D'ITH MOBILE 
miOUE SUR ÏÏH ARC. — Si un mobile unique de poids P passe sur 
l'arc, l'effort tranchant maximum qu'il produit sur une section 
donnée X se déduit immédiatement de la connaissance des lignes 
tracées. On mène une tangente à la ligne de poussée parallèle à Aè. 

Soit, au point de contact, zjla valeur de l'ordonnée Zt comprise 
entre la ligne de poussée et le contour AX'X'^B. G'est là le maxi- 
mum analytique de Zt» D'autre part, suivant la verticale de la sec- 
tion X, il y a deux ordonnées Zt : l'une comprise entre la ligne de 
poussée et la droite BX"a,, l'autre entre la ligne de poussée et la 
droite AX'6. Soit z'I la plus grande de ces deux ordonnées. 

On prendra la plus grande des deux ordonnées Zt et z"! , Appe- 
lons-la 5j\ Si le poids du mobile était l'unité de force, l'équa- 
tion (i-) donnerait, pour l'effort tranchant maximum, 

^-^' CD- 
Gomme ce poids est de P unités de force, on aura 
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Par le sommet G de l'arc, menons une parallèle à la tangente 
au point X. Si B< est le point d'intersection de cette ligne (non 
tracée) avec la corde AB, on aura 



donc 



DB. = a, 

sint 



T = P -^^^. 
DB, 



Les longueurs jsj^ et DB< doivent être mesurées à une même 
échelle arbitraire. On peut construire aussi une quatrième pro- 
])ortionnelle aux trois longueurs 

P, ^7, DB,. 

Cette ligne mesurée à Téchelle des forces représentera T. 

§439. 

EFFORT TBAIGHAHT MAXUUH PRODUIT PAR LE PASSAGE D'UH GOVYOI 
SUR UH ARC. — Pour avoir la position d'un convoi qui produit le 
plus grand effort tranchant dans une section donnée X, on devra 
le placer : 

i** A cheval sur la section X elle-même et le déplacer suivant 
les règles du § 436, jusqu'à ce qu'on ait obtenu la position cher- 
chée. 

Si 

-Sif. ^jf, Zitj ..., Zfit 

sont les ordonnées de Zt au droit des essieux^dans la position ob- 
tenue et si 

Pi> Pî' Ps» •••> P» 

sont les charges de ces essieux, on aura, pour l'effort tranchant 
maximum cherché, 

T = 5^ (Pl^U-+- Pj^«-+-. . .-4- Pn^nt)- 

On peut calculer la valeur de T ou la construire comme il est dit 
au § 436. 

2° Il peut arriver que l'effort tranchant maximum dans une sec- 
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tion X soit produit, non quand le convoi est placé à cheval sur 
cette section même, mais quand il Test sur la section qui, au pa- 
ragraphe précédent, a fourni le maximum analytique zl. On fera 
ce second essai comme le premier et l'on adoptera définitivement 
la plus grande des deux valeurs obtenues. 

§ 440. 

UEO BE8 SOMMETS DUPOLTftOn DES PBESSIOHS BU A UH POIDS MOBILE. — 

Il ne faut pas confondre la courbe que nous avons utilisée dans 
l'étude des lignes d'influence sous le nom de ligne de poussée dL\ec 
celle que M. le professeur Winckler appelle la ligne des réactions 
des appuis {Kdmpferdrucklinien). Cette dernière n'est autre, 
que le lieu du sommet du polygone des pressions dû à une charge 
mobile unique ^ {fig- 4'Jt P- 42). Ce polygone est, en effet, le 
polygone funiculaire de distance polaire q de la charge unique 
passant par les points A et B. Ses deux côtés, AMq et M© B, sont les 
directions des réactions des appuis. De là, le nom donné par 
M. Winckler au lieu de leur point d'intersection Mo- 

Soient AM = a l'abscisse du poids mobile et Mq M = ^ l'ordon- 
née correspondante du sommet du polygone des pressions. 
On a 

3 = atangMoAM = a -°, 
q 

en désignant par r^ la réaction verticale en A. 
On a 

/ = AB étant la portée de l'arc. 
Donc 

*" Iq 

Le rapport — est indépendant du poids P. Si donc on convient 
d'appeler q la réaction produite par une charge P = i , on aura 

P- Iq 

pour l'équation de la courbe de Winckler. 



4^ 
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L'expression générale (9) du § 429 que nous avons donnée de 
la poussée, quelle que soit la forme symétrique de Tare de section 
constante ou variable, permet de tracer cette courbe rapidement 
sans particulariser la forme de l'arc. 

Cette même expression (9), si l'on y fait P = i, donne 






Fig. 47. 




OÙ 0" représente l'arc AX; :r et ^ les coordonnées courantes de 
l'arc donné rapportées à la courbe AB prise pour axe des x^ la 
verticale du point A étant l'axe des y. 

Pour avoir le point Aq où la courbe coupe la verticale du 
point A, il faut, dans son équation, faire a = o, d'où o- = o, gr =r o et 



AAo 



\ y / a=o 

Or de l'expression de q on tire 



2 

a 



sy- 
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Pour a= o, le premier terme du numérateur devient -• Si on 

lui applique la règle deL'Hôpital , comme pour o- = o on a j: =y = o, 
on voit que ce terme est nul. Donc 

s 

d'où 



^ds 



AAo= Po= ^ » 



/ 



V 



ds 
I 



eiLpréssion dont le numérateur a été construit § 427, i°, et 428. 
Le dénominateur peut l'être facilement ; car, en divisant l'arc en 
portions égales A5, il vient 



2^ 2^ 



A 4 „ 

AAo = — : = 2 — — 








Le numérateur est connu. 

Si le moment d'inertie est constant, il disparaît en facteur com- 
mun et le dénoqainateur est la somme des ordonnées^ des points 
de division. Si l'arc est de section variable, le dénominateur est 

la somme analogue des ordonnées y =z ^ qu'on a formées pour 

construire le numérateur. 

En tous cas, l'ordonnée à l'origine AAq de la courbe est double 

de celle du centre des forces parallèles j (y si l'arc est de section 

constante) appliquées aux points de division d'une moitié de l'arc 
ou, si l'on veut, le double de l'ordonnée du centre de gravité d'une 
moitié de la fibre moj^enne, en lui attribuant, si la section est va- 
riable, une densité linéaire proportionnelle à |-« 
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La courbe étant symétrique, on a aussi le point Bq placé sur la 
verticale de l'appui B. 

Le sommet Cn s'obtient en faisant a=: -> d'où (T= -, dans Té- 
quation de la courbe. Sa forme générale est celle indiquée sur la 

On voit que cette courbe se trace moins commodément que celle 
que nous introduisons sous le nom de ligne de poussée^ puisque 
cette dernière se trouve être un polygone funiculaire facile à 
obtenir. De plus, la ligne de poussée fournit le tracé des lignes 
d'influence d'un arc et permet, par suite, la discussion de l'action 
que celui-ci éprouve de la part d'un convoi mobile. 

§441. 

AGTIOH DE LA TEUPiBATUBE. — Nous avons, dans ce qui pré- 
cède, supposé la température de l'arc invariable et égale à ce qu'elle 
était au moment de sa pose. Si cette température vient à croître ou 
à décroître, l'arc tend à se dilater ou à se contracter et, comme les 
appuis sont censés s'opposer d'une manière absolue à ce que cet 
effet se produise, leur présence fait naître de nouvelles réactions 
qui viennent, suivant les cas, s'ajouter à celles dues aux charges on 
s'en retrancher. 

Pour trouver la poussée due à la fois à des charges données et 
aux variations données de température, supposons que la tempé- 
rature de la pose vienne à s'accroître de t" C, t étant un nombre 
positif ou négatif. 

Soit 5 le coefficient de dilatation, par la chaleur, de la matière 

supposée homogène dont l'arc se compose. Si son extrémité A était 

seule fixe et que son extrémité B fût libre de glisser sur un appui 

horizontal, sous l'influence de l'accroissement (positif ou négatif) 

de la température, sa corde de longueur / s'allongerait d'une 

quantité 

8/x. 

Sous l'influence des charges, il prendrait un autre déplacement 
que nous appelons e/, de sorte que son déplacement total serait 

a -h § /t. 
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Mais, par suite de la fixité du point 6, ce déplacement est nul. 

Ainsi 

a -+- 8/t = 0, 
d'où 

a = — 8/t. 

Mais le déplacement purement élastique dû à Taction des 
charges est donné (§ 421) par la formule 






ou, comme l'arc est supposé homogène, 



D'où 






(20) / yjrf^-l-ES/x = O. 

C'est celte équation qui remplace celle (2') du § 42S lorsqu'on 
a égard à la variation de température. Elle se déduirait aussi de- 
là première des formules (Aq) du § 423, en négligeant reffori 
tranchant et la compression de la fibre moyenne. 

Comme 

M = [A — y/, 



on en tire 



fyas-,r^ds=.-EU.; 



-ds 
. ES/t 

(21) q = 



p-i 







Xt- Xt- 



§442. 

PRIRGIPE DE 8UPEBP08ITI0R. DÉTERMOIATIOR DE LA POUSSÉE DUE A LA 
TEMPÉBATUBE. — Le premier terme du second membre est celui 
que nous avons étudié jusqu'ici: il représente la poussée due aux 
charges, abstraction faite de toute variation de température; ap- 
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pelons-le qc : 



9c = 






Le second, que nous appelons q^, en sorte que 

E8/x 



^T = 



X'^' 



ds 
I 



représente la poussée due à la variation de température, abstraction 
faite de toute charge, et la poussée véritable 

q = Çc-^q-: 

se compose de la somme de celles dues à chacune des deux, consi- 
dérées séparément, ce qui confirme le principe de superposition 
des effets dus aux forces mécaniques et aux actions calorifiques. 
La poussée q-^ est d^ailleurs facile à déduire de la formule ci- 
dessus. 

On peut l'écrire 

EStx / 







Sï 



Si, pour construire le dénominateur, on a divisé Tare total s en 
n parties égales, 



E 8t / X /i 
q,= -—x 



2Ç 



Si Tare est de section constante, 

^t= X -^ = nt' x ES X 



1^' 







en appelant S/'^ le moment d'inertie de la section d'aire S de 
l'arc. 
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Le dénominateur du second facteur nous est connu (§ 427) sous 
la forme du produit de deux longueurs; donc, le second facteur 



peut se calculer en mesurant les longueurs /, s^ r et celles qui 
donnent Sj'* à une échelle commune arbitraire et divisant le pro- 
duit des premières par celui des dernières. 
Le premier facteur 

nSx.ES 

se calcule aussi en nombre dès que les unités de longueur et de 
force ont été adoptées, de sorte qu'il n'y a aucune difficulté à cal- 
culer çr^. Le produit nSxest purement numérique. C'est le rapport 
de l'allongement qu'un accroissement de température de nx de- 
grés centigrades fait éprouver à une longueur quelconque d'arc, 
à cette longueur. 

Le produit ES est une force, de sorte que des trois facteurs qui 
fournissent jK^, le premier et le troisième sont purement numériques 
et le second est, comme l'exige l'homogénéité, une force et ne 
dépend que de l'unité de force; l'unité de longueur n'influe pas 
sur le résultat. 

Les choses se passent de même si le moment d'inertie I est va- 
riable d'une section à une autre. Dans ce cas, pour construire des lon- 
gueurs proportionnelles à — ? nous avons vu (§428) qu'on divise l'arc 

en sections, dans chacune desquelles le moment d'inertie reste sen- 
siblement constant. On prend pour unité le moment d'inertie dans 
Tune de ces sections, et alors les moments d'inertie dans les autres 
sections sont représentés par de simples nombres ; appelons k ces 

nombres, on construit les ordonnées ^ et l'on construit sous forme 
de produit de deux longueurs la somme \]~-« 

Soit lo = So rj la valeur numérique véritable du moment d'inertie 
pris pour unité. Alors 

I = lo X X: = So rj x k. 
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L'avant-dernière formule devient 



q^= no-z X ESo X 



2f 



S 




le dénominateur est encore connu sous forme du produit de deux 
longueurs. 

La seconde fraction s'obtient donc en mesurant les longueurs 
/, 5, To et celles qui donnent le dénominateur à une échelle commune 
arbitraire. Quant au produit nôT x ESq, il se calcule directement, 
n étant un nombre abstrait, t un nombre de degrés centigrades, 
E et So des nombres connus dès que les unités de longueur et de 
force ont été choisies, et même le produit ESq est indépendant de 
la première de ces unités. 

Ainsi, si l'on prend le mètre pour unité de Içngueur, le kilo- 
gramme pour unité de force et qu'il s'agisse du fer, on adopte assez 

souvent 

E=i,6xioïo. 

D'ailleurs le coefficient de dilatation du fer rapporté au degré du 
thermomètre centigrade peut être pris 

8 = 0,0000122. 

S'il y a eu une augmentation de température de 3o° par rapport 
à la température de pose, on fera 

T = 3o. 

Si c'était une diminution de température de 3o^, on ferait 

T=— 3o. 

Dans chaque cas, on fera les substitutions numériques et l'on 
effectuera le calcul très bref qui donne q^. 

§ 443. 

ACTIONS BÉUHES de la TEMPÉBATÏÏRE, de la GOMPBESSIOll DE LA FDBC 
MOTEmiE ET DE L'EFFORT TRAIGHAIIT. — La première des formules (Ao) 
du §423, appliquée à l'extrémité B de l'arc, donne, en observant : 

I ** Que, pour ce point, a: = l, y = o et u=^ o; 
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2® Que Mo, ^0 ^^yof se rapportant à l'extréinité A de Parc, sont 
également nuls 

» =/tf ''^ -^^' -/Ê '^-/fIs ''•^' 

OÙ les intégrales sont étendues à Parc entier (on a supprimé les 
accents des lettres qui subsistent sous les signes d^intégration, ce 
qui ne change pas la valeur des intégrales). 

Les coefficients d'élasticité longitudinale et transversale étant 
en général constants dans toute l'étendue de l'arc, on peut écrire 

Comme (§ 425) 

M = \t. — qy\ 

que, d'autre part, en appelant N,, et T^ les valeurs connues qu'au- 
raient N etT si la poussée n'existait pas, on aura 



T = T.-,^, 



il vient 



d'où 



(a) q = 



rr-^fim-imi- 



Si l'on utilisait de même la première (A^ ) du § 423 qui, au lieu de 
la compression de la fibre moyenne, introduit la somme Xv+ y des 
projections horizontales des forces agissant à la gauche de chaque 
section, X^ étant l'expression connue à laquelle se réduirait cette 
somme si la poussée n'existait pas, en sorte que Xt,= o si les 
HT. 4 
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charges sont verticales, on aurait 

OU, en négligeant les quantités de Tordre de PefiFort tranchant et 
supposant que les charges sont verticales, 

formule très simple et, en général, très suffisante dans la pra- 
tique. 

Si la section est constante, cette formule devient 

, ,, fu.yds-hEl^'zl 
iC) q = '-^ j^— , 

/7« rf5 -h g- 

.V étant la longueur de Tare. 

Si, au point de vue graphique, on remplace les intégrales par 
des sommes, on aura 

^(JL^ Eût/ 



(Cl) ^ = 



SÏ^Ss' 



et, si la section est constante, r étant son rayon de gyration, en 
sorte que 1= Sr^, il vient 

2 ML y -H -r- X ES X r* 
^^«> ^= 23^T7« 

La formule {c\ ) peut se mettre elle-même sous une forme plus 
commode. Soit 

I = A:Io=A:Sorî, S = Ar'So, 

loî So, To étant le moment d'inertie, l'aire et le rayon de gyration 
d'une section particulière arbitrairement choisie et Ar, k deux 
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quantités purement numériques, variables d'une section à une 
autre. On aura 



I^^-îSJ 



§ 441. 

KABGHE A SÏÏIYBE DANS LA PRATIQUE POUR LADÉTERHIHATIOll APPROCHÉE 
DU SOLIDE D'ifiALE RÉSISTANCE (* ). — Dans la pratique, on commence 
généralement par faire abstraction des effets possibles de la tempé- 
rature, de ceux de la compression de la fibre moyenne et de l'effort 
tranchant; on suppose, en outre, la section de l'arc constante. 

I** On détermine, dans ces conditions, une première valeur ap- 
prochée q^ de la poussée et, par suite, le moment de flexion pro- 
duit dans chaque section par les charges fixes que l'arc peut avoir 
à supporter (§ 427). 

a® On détermine de même le moment de flexion maximum que 
peuvent produire, dans chaque section, les charges mobiles s'il en 
existe (§ 429 et suivants). 

3** On fait le total M de ces deux moments et, par la formule 

(voir Note I, P° Partie) on détermine le moment d'inertie I à 
donner à chaque section. Il sera convenable d'adopter pour la 
tension R une valeur un peu inférieure à celle qu'on ne veut pas 
dépasser. Ainsi, si l'on désire ne pas dépasser des tensions ou 
pressions de 6^^ par millimètre carré, il sera prudent, dans ce pre- 
mier calcul, .de prendre R égal, par exemple, à S'^^ seulement 
ou 4*^>5 par millimètre carré, soit 

R = 5 xio«, 

ou 

R = 4,5xio6, 

si le mèlre est pris pour unité de longueur. 
(•) Voir une autre métbode, Note I. 
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Ayant ainsi des valeurs approchées de I, la forme adoptée pour 
la section transversale donne les valeurs correspondantes de son 
aire S. Le polygone des pressions qu'on a tracé donne, en 
chaque point de la fibre moyenne, non seulement le moment de 
flexion, mais aussi la résultante de translation des forces élastiques 
agissant dans la section qui passe par ce point et, par suite, ses 
composantes N et T suivant la tangente et la normale à la fibre 
moyenne. On pourra donc vérifier si la tension ou pression des 
fibres extrêmes donnée par l'expression 

Mt; N 

T 

et l'effort tranchant par unité de surface -^ ne dépassent pas les 

valeurs que l'on veut adopter. 

Si l'on juge nécessaire de faire une nouvelle vérification sur les 
valeurs ainsi obtenues pour I et S, on pourra recourir, pour la re- 
cherche de la poussée, à la formule (cs) dont les sommes se con- 
struisent facilement (§ 428). 

§ 445. 

TABLES NUMÉRIQUES DE BBESSE POUR FACILITER LES CALCULS RELATIFS 
AUX ARCS CIRCULAIRES DE SECTION CONSTANTE POSÉS SUR ROTULES. - 

Notations. — <}>, demi-angle d'ouverture de l'arc ou angle du rayon 

allant à une naissance avec le rayon vertical ; 
P, poids isolé agissant en un point quelconque de la fibre moyenne 

de l'arc ; 
6, angle du rayon allant à ce point avec le rayon vertical; 
/?, charge uniforme par mètre courant de longueur d'arc ou de 

longueur de corde ; 
p, rayon de l'arc; 
'2 a = /, ouverture de l'arc ; 
/, flèche de l'arc ; 
Pq= 2/>p'^, charge totale lorsque la charge p est uniformémenl 

répartie suivant l'arc; 
Pi == ^/ = 2/?a, charge totale lorsqu'elle est uniformément répartie 

suivant la corde; 
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T, température exprimée en degrés centigrades à partir de la tem- 
pérature de pose ; 

o, coeiBcient de dilatation; 

<7, valeur exacte de la poussée due à une cause quelconque 
(charges ou température); 

<7o, valeur de première approximation de la poussée q^ c'est-à-dire 
sa valeur, abstraction faite de la température, de Teffort 
tranchant et de la compression de la fibre moyenne, en sorte que 

On posera 

I — A-— 

(O q = qo ^> 

a* 

le multiplicateur de q étant un facteur de correction très voisin 

de l'unité. Dans ce multiplicateur, r^ == - est le carré du rayon 

de gyration de la section de l'arc, X et X' sont deux coefficients 
calculés dans les Tables et dont l'expression sera d'ailleurs donnée 
ci-après. 

Table I. — Elle fournit le rapport ^ de la poussée qo^ produite 
à une première approximation par un poids isolé P, à ce poids. La 
Table est à double entrée, puisque ^ dépend de la demi-ouverture 
o de l'arc et de la position du poids caractérisée par l'angle 9. Elle 
peut être calculée par la formule (9) du § 429 en y supposant ï 
constant, en sorte que cette quantité disparaît, et en remplaçant 
l'ordonnée de l'arc parla valeur qui convient à la forme circulaire. 

Cette Table permet ainsi de construire la ligne de poussée sans 
recourir à la construction du § 430. 

Table II. — Elle donne : 

Colonne 2. — Le rapport 

__ go a* _ q^} 
SxESr» "" SxEl' 

qui permet de trouver, à une première approximation, la poussée qo 
due à un changement de température. 
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On obtient ensuite une valeur plus exacte de la poussée q duc à 
la température par la formule 

(.) <,=— y^- 



I-+-X' — 
a* 



V étant fourni par la Table III . 

Colonne 3. — Elle donne le rapport 

C = ^0 = ?i 

2/?pcp Po 

de la poussée produite par une charge totale P© uniformément ré- 
partie suivant l'arc, à cette charge. 

Colonne 4. — Elle donne le rapport analogue 

%pa Pi ' 

pour une charge totale P< uniformément répartie suivant la corde. 
Cette Table est à simple entrée. L'argument est y ou plutôt le 

rapport - du demi-angle d'ouverture à l'angle droit. 

2 

Tables III et IV. — La Table III donne les valeurs des quantités 
\ et X' qui entrent dans le coefficient de correction de la for- 
mule (i). La Table IV donne en bloc ces coefficients : 



a* 



La Table III est à simple entrée; les coefficients \ et V qui v 
sont calculés ne dépendent que de l'angle d'ouverture ç de l'arc 
et non des charges. 

La Table IV est à double entrée; le coefficient de correction 

qui y est calculé dépend des deux arguments © et — ; mais les 

charges n'y entrent pas, de sorte que ces Tables III et IV peuvenl 
être appliquées, quelles que soient les charges. 

Mais cela n'est qu'approché en ce qui concerne le coefficient \ 
et par suite le coefficient de correction de la Table IV. 
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En efiFet, les valeurs de X et X', quelles que soîenl les charges, 
peuvent être calculées exactement par la formule (a) du § 443. 

En négligeant l'effort tranchant, et pour un arc de section con- 
stante, elle devient, en faisant I = Sr^, 

__ fv-yds — r^f^r dx 



en sorte que 



S^yds ' 

Rtî" 



X r. a« — , 

S^yds 



V = a«^ 



Sy^ds 



On voit que X' ne dépend que de la forme de l'arc, c'est-à-dire, 
dans le cas de l'arc circulaire, de l'angle d'ouverture y; au con- 
traire, X dépend en outre de la charge, c'est-à-dire de l'angle 8, 
si la charge se réduit à un poids unique P. Mais Bresse a 
montré que pour un arc donné, c'est-à-dire pour une valeur don- 
née de f , ce coefficient varie peu avec 6 et qu'en remplaçant sa 
valeur exacte pïir la valeur moyenne obtenue en supposant le poids 
placé au quart de la longueur de l'arc, on commet, sur la poussée, 
une erreur relative toujours moindre que -jôVô ®' ^^ P'"^ souvent 
inférieure à — -^* C'est pourquoi la Table III ne donne que la va- 
leur moyenne de X, laquelle, pour un arc donné, peut être adoptée, 
quelles que soient les charges agissantes. Elle ne dépend que de 
l'angle y et, de même, la Table IV fournit une valeur moyenne, 
convenant à toutes les charges, du coefficient de correction complet. 

La valeur de X' de la Table III donne aussi la correction de la 
poussée résultant de la température, correction à faire par la for- 
mule (2) ci-dessus. 
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Table I.— Rapport ^ de la poussée qo due à un poids isolé P/'a 

à ce poids ■ -i u 
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i point quelconque d'un arc circulaire de section constante, 
ière approximation). 
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TiU 



RAPPORT 
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0,444 


0,482 


0,480 


0,473 


0,462 


0,447 


0,429 


o,4o6 


0,445 


0,443 


0,436 


0,426 


0,411 


0,393 


0,372 


0,410 


0,408 


0,402 


0,391 


0,378 


o,36o 


0,339 


0,378 


0,376 


0,370 


o,36o 


0,346 


0,329 


0,309 


0,347 


0,345 


0,349 


0,329 


o,3i6 


o,3oo 


0,280 


o,3i8 


o,3i6 


o,3ii 


o,3oi 


0,288 


0,272 


0,253 



0,35 

i,o83 
i,o5i 
1,021 

0,99» 
0,937 
0,887 
o,84i 

0,799 
0,760 
0,723 
0,689 
0,657 
0,627 
0,599 
0,572 
0,546 

0,499 
0,456 
0,417 
o,38i 
0,347 
o,3î6 
0,286 
0,258 

0,23l 



0,40 (M 

l_ 

, I 

1,02D «.*.'* 

0'994 I • 

0,965 3..'- 

0.937 •■.>r 

o,885 I «.'* 

o.ass rt.-i 

0,794 ■' 

0,754 u.-% 

0,716 .. "f 

o,6$i ' 0/' 

o,648 ! o>4 

0,618 , -.'^ 

0,589 , oX'^ 

0,562 A,"-:' 

o,536 I «-sV* 

o,5i2 * ù.o 

0,467 1 t, 

0,436 ' 0. 

o,388 a.:* 

0,353 * 

0,320 o,.-- 

0,290 0, 

o,iï6i ., 

0,234 3.-'* 

0,208 o.'N 
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0,50 


0,55 


0,60 


0,65 


0,70 


0,75 


0,80 


0,85 


0,90 


0,95 


37 


0,890 


o,8i4 


0,733 


0,649 


o,56o 


0,470 


0,377 


0,283 


0,188 


0,093 


,3S 


0,863 


0,789 


0,711 


0,628 


0,543 


0,454 


o,364 


0,273 


0,181 


0,090 


,39 


0,837 


0,765 


0,689 


0,609 


0,526 


0,440 


0,353 


0,264 


0,175 


0,087 


.40 


0,812 


0,742 


0,668 


0,590 


0,509 


0,426 


0,341 


0,266 


0,170 


o,o84 


Al 


0,766 


0,700 


0,629 


0,555 


0,479 


0,400 


0,320 


0,240 


o,i59 


0,079 


.44 


0,724 


0,661 


0,594 


0,524 


o,45i 


0,377 


o,3oi 


0,225 


o,i49 


0,074 


»46 


0,685 


0,625 


o,56i 


0,494 


o,4a5 


0,345 


0,283 


0,211 


o,i4o 


0,069 


,48 


o,65o 


0,592 


o,53i 


0,467 


o,4oi 


0,334 


0,266 


0,198 


o,i3i 


o,o65 


.50 


0,616 


0,559 


0,502 


0,442 


0,379 


o,3i5 


0,25l 


0,187 


0,123 


0,061 


,52 


0,585 


0,532 


0,476 


0,418 


0,358 


o»a97 


0,236 


0,176 


o,ii5 


0,057 


.54 


0,556 


o,5o5 


o,45i 


0,396 


0,339 


0,281 


0,223 


o,i65 


0,108 


o,o53 


,56 


0,529 


0,480 


0,438 


0,375 


0,320 


0,265 


0,210 


o,i55 


0,102 


o,o5o 


•,58 


o,5o3 


0,456 


0,406 


0,355 


o,3o3 


o,25o 


0,198 


0, 146 


0,096 


0,047 


.60 


0479 


0,433 


0,385 


0,336 


o,!î85 


0,236 


0,186 


o,i37 


0,090 


0,044 


.,62 


0,456 


o,4ia 


0,366 


o,3i9 


0,271 


0,223 


0,175 


0,129 


0,084 


o,o4i 


.,64 


0,434 


0,391 


0,347 


0,302 


0,256 


0,210 


o,i65 


0,121 


0,078 


o,o38 


)M 


0,393 


0,354 


o,3i3 


0,271 


0,228 


0,187 


o,i46 


0,106 


0,068 


o,o33 


>»72 


0,356 


0,319 


0,281 


0,242 


0,203 


o,i65 


0,128 


0,092 


0,059 


0,028 


),76 


0,322 


0,287 


0,25l 


0,2l5 


0,180 


0,145 


0,111 


0,080 


o,o5o 


0,024 


).8o 


0,291 


0,258 


0,224 


0,191 


o,i58 


0,126 


0,096 


0,068 


0,042 


0,019 


).84 


0,261 


o,23o 


0,199 


0,168 


o,i37 


0,108 


0,081 


0,057 


o,o35 


0,016 


5,88 


0,234* 


0,204 


0,175 


0,146 


0,118 


0,092 


0,068 


0,046 


0,027 


0,012 


[),92 


0,208 


0,180 


0,l52 


0,125 


0,100 


0,076 


o,o55 


o,o36 


0,021 


0,008 


0.96 


o,i83 


0,157 


o,i3i 


0,106 


0,082 


0,061 


0,042 


0,027 


o,oi4 


o,oo5 


t,oo 


o,i59 


o,i34 


0,110 


0,087 


0,066 


0,047 


o,o3o 


0,017 


0,008 


0,002 
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Table II. — Coefficient de la partie principale de la poussée produite par un 
poids uniformément réparti sur rare entier suiifant la longueur de la fihrt 
moyenne ou suivant l* horizontale, et par une dilatation linéaire indépendante 
des charges. 







COEFFICIENT 






COEFFICIENT 






pour 1 


e polda 






pour le poldft 


RAPPORT 


COEFFICIENT 


uniformément réparti | 


RAPPORT 


COEFFICIENT 


uniformément réparti 


11. 


pour 
la dllautiOD 


. .1-^^ 





i5. 


pour 
la dilatation 







1t 


C. 


mirant 


8ulTant 


1t 


C. 


iulTant 


lui fait 






l'arc 


rhoriuinlale 






l'are 


l'horixonlile 






C. 


cr 






C. 


C-. 


u,ia 


208,8 


2,635 


2,64l 


0,37 


20,0 


0,804 


0,820 


o,i3 


177,6 


2,429 


2,436 


0,38 


18,8 


0,780 


0,S02 1 


o,i4 


i52,8 


2,253 


2,261 


0,39 


17,8 


0,757 


0.7:9 


o,i5 


i32,8 


2,100 


2,108 


0.40 


16,8 


0,735 


0,758 ; 


o,i6 


116,4 


1,9^5 


1,974 


0,42 


i5,o 


0,694 


0,718 


0,17 


102,9 


1,847 


1,856 


0,44 


i3,5 


0,657 


0,681 


0,18 


9',5 


i,74i 


1,751 


0,46 


12,2 


0,622 


0,648 ' 


o,'9 


81,9 


1,647 


1,657 


0,48 


11,0 


0,590 


0,617 


o,ao 


73,7 


1,562 


1,573 


o,5o 


10,0 


o,56i 


0,589 1 


0,31 


66,6 


1,484 


1,496 


0,52 


9,' 


0,533 


0,56a 


0,32 


60,5 


i,4i4 


1,426 


0,54 


8,3 


0,507 


0,537 


0,33 


55,2 


1,349 


1,362 


0,56 


7,6 


0,483 


o,5i4 


0,24 


5o,5 


1,290 


i,3o4 


0,58 


6,9 


0,460 


0,49^ 


0,25 


46,3 


1,236 


I,250 


0,60 


6,3 


0,439 


0,4:» ' 


0,26 


4:»,7 


i,i85 


1,200 


0,62 


5,8 


0,418 


0,453 


0,27 


39,4 


i,i38 


i,i53 


0,64 


5,3 


0,399 


0,435 


0,28 


36,5 


1,095 


1,110 


0,68 


4,5 


0,364 


0,401 


0,29 


33,9 


i,o54 


1,070 


0,72 


3,8 


o,33i 


0,371 


o,3o 


3i,5 


1,016 


i,o33 


0,76 


3,3 


o,3oi 


0,343 


o,3i 


29.4 


0,980 


0,998 


0,80 


2,8 


0,273 


0,317 


0,32 


27,4 


0.947 


0,964 


0,84 


2,4 


0,248 


0,293 


0,33 


25,7 


0,915 


0,933 


0,88 


2,0 


0,224 


0,371 


0,34 


24,0 


0,885 


0,904 


0,92 


1,70 


o,aoi 


0,231 


0,35 


i5,6 


0,857 


0,876 


0,96 


i,5o 


0,180 


0,23l 


0,36 


21,2 


o,83o 


o,85o 


1,00 


i,3o 


o,i55 


0,212 
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Table III. — Valeurs des coefficients X et V pour la correction 
des poussées q^ produites par des poids ou par une dilatation, 

N, B. — On donne seulement ici la valeur moyenne de \ correspondant 
à chaque angle 9. 



RAPPORT 






rapport 






lï. 


X. 


V. 


11. 


X. 


X'. 


TZ ' 






Tt 






O.IQ 


2,44 


207,55 


0,37 


2,20 


18,91 


o,i3 


3,43 


176,33 


0,38 


2,19 


'7»78 


o,i4 


2,43 


i5i,55 


0,39 


2»î7 


16,72 


Oii5 


2,42 


i3i,57 


0,40 


2,16 


15,76 


0,16 


2,42 


ll5,22 


0,42 


2,l3 


14,02 


0,17 


2,4l 


101,67 


0,44 


2,10 


12,52 


0,18 


2,40 


90,32 


0,46 


2,07 


11,22 


0,19 


2,40 


80,71 


0,48 


2,o3 


10,08 


0,20 


2,39 


72,5. 


o.5o 


2,00 


9)09 


o,ai 


2,38 


65,44 


0,52 


»»97 


8,20 


0,22 


2,37 


59,33 


0,54 


1,93 


7,42 


0,23 


2,36 


54,00 


0,56 


1,89 


6,73 


0,24 


2,35 


49,32 


0,58 


1,86 


6,12 


0,25 


2,34 


45,19 


0,60 


1,82 


5,56 


0,26 


2,33 


41,53 


0,62 


1,78 


5,07 


0,27 


2,32 


38,29 


0,64 


1,74 


4,63 


0,28 


2,3l 


35,37 


0,68 


1,66 


3,86 


0,39 


2,3o 


32,75 


0,72 


.,58 


3,24 


o,3o 


2,29 


30,39 


0,76 


i,5o 


2,73 


o,3i 


2,28 


28,27 


0,80 


1/41 


2,3o 


0,32 


2,27 


26,33 


0,84 


1,33 


1,95 


0,33 


2,25 


24,57 


0,88 


1,25 


1,65 


0,34 


2,14 


22,96 


0,92 


1,16 


1,40 


9,35 


2,23 


21,49 


0,96 


1,08 


1,20 


0,36 


2,22 


20, l5 


1,00 


1,00 


1,00 
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Table IV. — Coefficients de correction qui doivent affecter la partie principale 
de la poussée produite par des poids quelconques, 

(Ce coefficient est l'unité quand l'argument —^ devient nul.) 



RAPPORT 




RAPPORT — • 

a* 




rapport 




RAPPORT — • 

a' 


1C 







"^ 







il. 




^""^ 






^^^^ 






1 1 




0,0005 


0,0010 
0,826 


0,0015 


0,0020 
0,703 


0,0025 




0,0005 0,0010'0,0015 0,O020'O.00-24 


0,12 


0,905 


0,760 


0,654 


0,37 


0,989 


0,979 


0,969 


0,9^9, o,9>^' 


o,i3 


0,918 


0,848 


0,788 


0,736 


0,690 j 


0,38 


0,990 


0,980 


0,97' 


0,961 j 0,933 


o,i4 


0,928 


0,866 


0,812 


0,764 


0,721! 


0,39 


0,99» 


0,981 


0,972 o,963j 0,933 


o,i5 


0,937 


0,882 


0,832 


0,788 


0,748 


0,40 


0,991 


0,983 


0,974', 0,965! 0,^57 


0,16 


0,944 


0,895 


o,85o 


0,809 


0,772 


0,42 


0,992 


0,984 


0,976 0,969 0,961 


0,17 


o,95i 


0,906 


0,865 


0,827 


0,793 


0,44 


0,993 


0,986 


0,9781 0,972 0,9^ 


0,18 


0,956 


0,915 


0,877 


0,843 


0,811 


0,46 


0,993 


0,987 


0,980' o,974j 0,968 


0,19 


0,960 


0,923 


0,889 


0,857 


0,827 


0,48 


0,994 


0,988 


0,982 0,976. 0,970 


0,20 


0,964 


0,930 


0,899 


0,869 


o,84i 


o,5o 


0,995 


0,989 


0,984 0,978 0,973 


0,21 


0,967 


0,936 


0,907 


0,880 


0,854 


0,52 


0,995 


0,990 


0,983, 0,980 0,97) 


0,22 


0,970 


0,942 


0,915 


0,890 


0,866 


0,54 


0,995 


0,991 


0,986 0,982 0,977 


0,23 


0,973 


0,947 


0,922 


0,898 


0,876 


0,56 


0,996 


0,991 


0,9871 0,983, 0.979 


0,24 


0,97^ 


o,95i 


0,928 


0,906 


o,885 


0,58 


0,996 


0,992 


0,988, 0,984^ 0,^% 


0,25 


0,977 


0,955 


0,933 


o,9i3 


0,893 


0,60 


0,996 


0,993 


0,989 


0,985 0,9^2 


0,26 


0,978 


0,958 


0,938 


o,9'9 


0,901 


0,62 


0,997 


0,993 


0,990 


0,986 0,983 


0,27 


0,980 


0,961 


0,942 


0,925 


0,907 


0,64 


0,997 


0,994 


0,991 


0,987! o,9i<4 


0,28 


0,981 


0,964 


0,946 


o,93o 


0,913 


0,68 


0,997 


0,994 


0,992 


0,989! 0,986 


0,29 


0,983 


0,966 


0,950 


0,934 


o,9»9 


0,72 


0,998 


0,995 


0,993 


0,990 


0,988 


o,3o 


0,984 


0,968 


0,953 


0,938 


0,924 


0,76 


0,998 


0,996 


0,994 


0,992 


0,990 


o,3i 


0,985 


0,970 


0,956 


0,942 


0,929 


0,80 


0,998 


0,996 


0,995 


0,993 


o,99ïi 


0,32 


0,986 


0,972 


0,959 


0,946 


0,933 


0,84 


0,998 


0,997 


0,995 


0,993 


Oi99ï ! 


0,33 


0,987 


0,974 


0,961 


0,949 


0,937 


0,88 


0,999 


0,997 


0.996 


0,994 


o,993l 


0,34 


0.988 


0,975 


0,963 


0,952 


0,940 


0,92 


0,999 


0,997 


0,996 


0,99^5 


0,994: 


0,35 


0,988 


0,977 


0,966 


0,955 


0,944 


0,96 


0,999 


0,998 


0,997 


0,995 


0,994 


0,36 


0,989 


0,978 


0,967 


0,957 


0,947 


1,00 


0,999 


0,998 


0,997 


0,996, 0,995, 
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CHAPITRE IL 

ARCS ENCASTRÉS AUX DEUX EXTRÉMITÉS. 



§ 446. 

THÉOBiME FOHDAMEHTAL — Si, aux divers éléments ds d'un arc 
de section et d'élasticité constantes ou variables, soumis à des 
charges quelconques {verticales ou non) et encastré aux deux 

extrémités, on applique des forces fictives ^ ds^ parallèles à 

une direction fixe arbitrairement choisie, dans un sens con- 
venu ou en sens contraire suivant que M est positif ou négatif, 
ces forces sont en équilibre asiatique {c'est-à-dire qu'elles sont 
en équilibre quelque direction qu'on leur donne) {*). 

En effet, soit AB la fibre moyenne de l'arc considéré (fig* 48). 

Fig. 48. 




Rapportons-le à deux axes de coordonnées rectangulaires quel- 
conques. Les composantes Uq et Vq du déplacement du point A 



( * ) Ce théorème suppose qu'on néglige l'efTort tranchant et la compression de 
la ûbre moyenne. 
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sont nulles, ainsi que la rotation ûo de la section passant par ce 
point. Par suite, les équations (A') du § 423 donnent, pour les 
composantes m et ç' du déplacement d'un point quelconque G, 

(1) I 

et, pour la rotation û de la section faite en ce point, 

(2) a = - f' 



,0 Si*- 



Si l'on applique ces formules au point B, quelle que soit sa po- 
sition, on a, par hypothèse, en ce point, 

û = o, u = V = o : 

on aura donc les trois équations 



/ 






(3) j-Er^=^"' 



/ 



Mds 



OÙ les intégrations sont à effectuer dans toute la longueur de l'arc. 
Les deux premières expriment que les forces -^^j- sont en équi- 
libre si on les suppose parallèles à l'axe des j^j la première et la 
troisième, qu'elles sont en équilibre si on les suppose parallèles à 
l'axe des x, et les trois réunies, qu'elles sont en équilibre pour ces 
deux directions, et par suite pour toute direction qui leur serait 
attribuée. 

§ ^47. 

GASPABnCUUEBSBUTHËOBÊlIEFONDAMElITAL— i^ Si l'arc considéré 
est d'élasticité constante, qu'il soit de section constante ou va- 
riable, le théorème s'applique aux forces fictives — y— et son ex- 
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pression analytique devient 



(3') 



rMdst rMds rMds 



2" S'il est, en outre, de section constante, le théorème s'ap- 
plique aux forces fictives M ds et les équations ci-dessus deviennent 

(3') o=fMds = fMx ds = fMy ds. 

3° Dans l'étude des poutres droites et des arcs articulés en leurs 
extrémités, on commence, dans la pratique, par supposer la section 
constante, sauf à déterminer ensuite les moments d'inertie I de 
façon que la pièce soit d'égale résistance, ce qui exige qu'ils varient 
d'une section à une autre. 

On peut ensuite, adoptant les valeurs ainsi obtenues, faire, si 
on le veut, une nouvelle détermination des moments de flexion en 
ayant égard à la variabilité du moment d'inertie. 

Dans le cas d'un arc encastré à ses extrémités, au lieu de faire 
les premières déterminations en supposant I constant, on peut 
aussi les faire en supposant Icos9 constant, 6. désignant l'angle que 
la tangente à l'arc fait avec l'horizontale. 

Cette seconde hypothèse est plus voisine de la réalité que la 
première. 

En effet, dans un arc encastré à ses extrémités, le moment d'i- 
nertie I, comme nous le verrons, va en croissant depuis le sommet 
de l'arc jusqu'à ses naissances. 

Comme cos9 va, au contraire, en décroissant du sommet aux 
naissances, le produit IcosO est plus voisin de la constance que le 
facteur I. 

Il en serait autrement dans un arc posé sur tourillons. Là, il est 
rationnel de donner, comme on l'a fait pour la première fois au 
pont du Douro [voir Note I) et depuis, au viaduc de Garabit, une 
section décroissante du sommet aux naissances. 

Et comme cosO décroît aussi dans cet intervalle, le produit 
I cosO décroît plus vite que I ; il est donc préférable, dans ce cas, 
de faire les premières déterminations dans l'hypothèse I = const. 
que dans celle I cos8 =: const. 

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, l'axe des :r horizontal, 
Ilï. 5 
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en sorte que 



et nous poserons 



cos6 = -7- , 
ds 



Icose = I^ = r. 
ds 



SI Ton introduit F au Heu de I dans les équations (3'), elles de- 
viennent 

(4) ° j r ^^^J'y^^^^Jv'^^' 

et, si Ton suppose V constant, on aura 

(4') o = /M û?ar = jyixdx = fMjr dx. 

Ce sont les forces Me/x qui sont en équilibre asiatique, au lieu 
que ce sont les forces M ds qui jouissent de cette propriété, si c'est 
le moment d'inertie I qui est supposé constant. 

§ 448. 

POUTBS GOBBESPOHDAHTB A UN ABC ENCASTRÉ. — Considérons tou- 
jours l'arc AB {fig- A, p. 67) quelconque, de section constante 
ou variable; mais supposons-le soumis uniquement à des charges 
verticales. Projetons sa corde AB sur une horizontale quelconque, 
par exemple, sur l'axe des x en AB' et soit G' la projection d'un 
point quelconque G de la fibre moyenne. 

Concevons une [poutre droite dont la fibre moyenne soit AB', 
encastrée à ses deux extrémités A et B', soumise aux mêmes charges 
que l'arc donné et telle que son moment d'inertie au point G! soit 

r= I-T-, I étant le moment d'inertie au point G. 

Nous dirons, pour abréger, que AB' est la poutre droite corres- 
pondante à l'arc AB; le point G' sera dit le correspondant ou la 
projection de G. 

On voit que, dans l'hypothèse l-j- = F= const., la poutre cor- 
respondante à un arc est de section constante. Dans tout autre caS) 
elle est de section variable. 
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§ 449. 

MÉTHODE D'EDDT. — La méthode d^Eddy, appliquée à un arc en- 
castré à ses deux extrémités, comporte quatre opérations princi- 
pales : 

i^ Détermination des moments de flexion M' que les charges 
agissant sur Tare produiraient dans la poutre droite correspon- 
dante ; 

2° Tracé d'une certaine droite que nous appellerons la ligne 
de fermeture de Tare et qui fournil deux points du polygone des 
pressions ; 

3° Détermination de la distance polaire de ce polygone (ou 
poussée de Tare). 

4° Tracé de ce même polygone. 

Détermination du moment de flexion M'. — Construisons {fig- Ao) 
un polygone funiculaire quelconque des charges données. 

Soit aolo2o3o4o5opo ce polygone terminé aux verticales des 
deux extrémités de la fibre moyenne, de sorte que ao,3o est la 
corde du polygone. Soit q^ sa distance polaire arbitrairement 
choisie. 

Déterminons les moments de flexion de la poutre fictive AB' 
sous l'influence des charges données. 

Pour cela, il suffit de déterminer la ligne de fermeture a^b^^ du 

polygone funiculaire. Si Ton suppose 1'=!^ constant, c'est- 
à-dire si la poutre fictive est de section constante, on appliquerai 
méthode exposée au § 335. 

Dans le cas contraire, on y apportera la modification indiquée 
au § 338. 

Dans tous les cas, si z'^ désigne l'ordonnée que la verticale d'un 
point quelconque G' de la poutre détermine entre le polygone et 
la ligne de fermeture «o^o» 'c moment de flexion M' au point G^ 
sera 

(5) W=q,z',. 

Et comme le moment de flexion dans une poutre encastrée à ses 
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extrémités satisfait (§ 334) aux deux équations 



(6) 



rm'dx rwxdx 



V désignant le moment de flexion constant ou variable de la section 
de la poutre, on aura aussi identiquement 

(6') /'-^ = o. /^=o 

ou 



Les forces fictives verticales -^— ou -~ — sont en équilibre. 

2** Détermination de la ligfne de fermeture de l'arc. — Ceci posé, soit 
{Jig- A) al. 2. 3. 4. 5p le polygone des pressions supposé pour un 
instant connu. Par les points e^ et e'^, {fig* Ao) où la ligne de fer- 
meture «0*0 du polygone funiculaire aolo-*« Po coupe ce poly- 
gone, menons des verticales jusqu'à leurs rencontres en e et e' avec 
le polygone des pressions {fig* A). Joignons les points e et e' ; on 
obtiendra une droite qui coupe les verticales des appuis en a 
et 6. C'est cette droite ab que nous appellerons la ligne de fev^ 
meiure de Varc, Si on la connaissait, on en déduirait les points e 
et e' par son intersection avec les verticales de e^ et e'^, et l'on con- 
naîtrait ainsi deux points du polygone des pressions. Il ne reste- 
rait donc, pour pouvoir le tracer, qu'à en déterminer la distance 
polaire. Cette distance, qui n'est autre que la poussée de l'arc, 
nous la désignerons par la lettre q. Alors (§ 198) le moment de 
flexion M en un point de l'arc est donné par la formule 

(7) M = 5rÇ, 

^ désignant les portions d'ordonnées comprises entre le polygone 
des pressions et l'arc, ces portions d'ordonnées comptées positi- 
vement ou négativement suivant que le polygone est extérieur ou 
intérieur à l'arc. 

Soient respectivement z' et y les ordonnées des points du po- 
lygone et de l'arc comptées depuis la droite cherchée ab, en sorte 
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que 

et 

M = q{z'—y) = qz— qy\ 

Mais, en vertu des propriétés des polygones funiculaires des 
forces parallèles (§43 6w), on a 

Donc 

(7') M = 5ro^'o-^y=M'-^y. 

Mais le moment de flexion M doit satisfaire aux conditions (3) 



/ 
/ 



p-cte =o, 
-p X dx = o, 
-rry dx = o. 



les intégrations étant à faire de ;r = o à ;r = AB'=: /. 

Si l'on remplace dans les deux premières M par sa valeur (7'), 
on aura, à cause de (6'), 



dx =0, 



(8) 



I / y a? cte = O, 



équations où la poussée q n'entre pas. 

Ces deux équations sont pareilles à celles (6'); la lettre y y 
entre de la même manière que, dans ces dernières, la lettre z^^. Sa 
signification est, par suite, celle-ci : 

Si, à la poutre AB' on applique^ non plus des charges verticales 
admettant le polygone ao 1 ^q 3^ 4o ^o Po pour polygone funiculaire, 
mais des charges verticales fictives admettant Varc donné ACB 
pour courbe funiculaire, la droite cherchée ab n'est autre que 
la ligne de fermeture de celte courbe funiculaire. C'est ce qui 
justifie son nom. 

On la déterminera donc exactement, comme on a déterminé 
celle a^bo. 
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Pour le faire graphiquement, on remplacera l'arc ACB par un 
polygone inscrit d'un plus ou moins grand nombre de côtés sui- 
vant le degré d'approximation que l'on veut obtenir. Ce polygone 
étant considéré comme un polygone funiculaire de forces fictives 
(qu'il n'est pas nécessaire de déterminer), la corde AB y remplit le 
même rôle que celle ao^o dans la recherche i** et la ligne de fer- 
meture ab se trouve, comme celle aobo, par les méthodes gra- 
phiques développées à l'occasion des poutres droites encastrées à 
leurs extrémités. 

3** Recherche de la poussée g. — Enfin, en portant la valeur 7'' 
de M dans la dernière des équations (6 ), on aura 

ou, en introduisant le moment d'inertie I = I' -^ > 

les intégrales étant toujours à effectuer dans toute l'étendue de 
l'arc, soit de o à /. 

Cette équation peut encore s'écrire 

Les ordonnées z' et y étant connues par la solution des ques- 
tions 1** et 2**, cette formule fournit la poussée. On voit que son 
expression est analogue à celle obtenue dans le cas d'un arc posé 
sur rotules et la construction graphique reste la même. 

Si la corde AB est horizontale ou coïncide avec l'axe des x, le 
numérateur de l'expression de q représente la somme des mo- 
ments relativement au point A de forces horizontales 

^'0 dx ^0 <^s 
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appliquées aux divers éléments ds de Tare et le dénominateur a la 

même signification pour des forces — — 

Si la corde AB est inclinée sur Taxe des x, que "k soit son coef- 
ficient d'inclinaison et jk< l'ordonnée verticale du point quel- 
conque G de l'arc comptée depuis la corde, x étant l'abscisse de ce 
point, on aura 

et comme la dernière intégrale est nulle en vertu de {6'). on a 
On a de même, à cause de (6'), 
Donc on peut encore écrire 

Soit/? la longueur de la perpendiculaire abaissée du point G sur 
la corde. 
On a 



_ P 

ji — 

Donc 



*^*~ cosX 



q = qo 






et Ton voit que, si aux éléments ds on applique des forces égales 

z' ds 
à -5j— > toutes parallèles à la corde AB, le numérateur représente 

la somme des moments de ces forces par rapport au point A, et le 

dénominateur représente la somme analogue pour des forces ^-r- 

appliquées pareillement à AB. 
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Soit CD la verticale du sommet de l'arc, c'est-à-dire du point où 
la tangente à l'arc est parallèle à la corde AB. 

Portons, comme dans le cas de Tare posé sur rotules, les 

forces — — en polygone des forces à partir de D, par exemple, 

dans le sens DA pour celles qui se rapportent à des valeurs posi- 
tives de z'jj, et en sens contraire pour celles qui se rapportent à 
des valeurs négatives de cette lettre, et, prenant le point C comme 
pôle et aussi comme point de départ, traçons la courbe funiculaire 
de ces forces. Soit y le point où elle coupe la corde. 

De même, portons les forces ^^-=— en polygone des forces sur 

la droite DB, et soit Cp leur courbe funiculaire de pôle C. 
D'après le théorème des moments (§ 119), les intégrales 



/¥' " /4^' 



sont respectivement proportionnelles aux longueurs Dy et Dp et, 
par suite, 

La poussée q s'obtient donc par la construction d'une quatrième 
proportionnelle. 

Remarque. — Cette quatrième proportionnelle se construirait 
comme au § 426. On peut aussi éviter de la construire, car la 
distance polaire q^ étant arbitraire, si on la prend égale à D^, on 
a directement 

Dans la pratique on remplacera, comme on l'a fait pour l'arc 
posé sur rotules, les intégrales par des sommes et les deux 
courbes funiculaires par deux polygones funiculaires. 

De même, si l'arc ACB est trop surbaissé, on ne change pas le 
résultat en amplifiant toutes les ordonnées dans un même rap- 
port (§ 426, iîem. 77). 

11 y a toutefois une différence entre la construction actuelle et 
celle relative à l'arc posé sur rotules. Dans ce dernier cas, les 
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forces à considérer étaient celles ^^j^y \~'' ^^ ^^ ^^ y ^^^P^^' 
sentaient les ordonnées du polygone funiculaire et de l'arc comp- 
tées depuis leurs cordes respectives aop© et AB; par suite, toutes 

ces ordonnées étaient positives et les forces ^^-^ et ^^-^ éla\eTïi 
toutes de même sens. Ici, il n'en est plus ainsi. Certaines de ces 
forces sont dans un sens et d'autres en sens opposé, suivant les 
signes des z^ et y. 

4** Construction du polygone des pressions. — L'équation (7'), c'est- 
à-dire 

donne 

Ainsi, pour avoir le polygone des pressions, on amplifiera les 
ordonnées z^ {fig' Ao) dans le rapport connu 2£ et l'on portera ces 

ordonnées amplifiées à partir de la ligne de fermeture ab {Jig- A) 
de l'arc. 

§ 4S0. 

BÉSUMÉ DES OPÉBATIONS. — On peut, dans la pratique, modîGer 
un peu l'ordre des opérations, en commençant par celles qui sont 
indépendantes des charges et qui, par suite, ne sont à faire qu'une 
seule fois, même quand on veut étudier les effets produits sur l'arc 
par des charges de natures diverses. 

On est alors amené à procéder ainsi : 

1° Tracé de la ligne de fermeture de l'arc — Cette ligne est définie 
par ce que des forces verticales égales ou proportionnelles k^dx 
appliquées à l'arc doivent se faire équilibre,^' étant les ordonnées 
de l'arc comptées depuis la ligne cherchée. Si l' est regardé comme 
une constante, ce sont des forces égales ou proportionnelles à j^ rfx 
qui doivent se faire équilibre. 

Or, si l'on appelle y les ordonnées de l'arc comptées depuis sa 
corde, il faut alors que la résultante des forces descendantes ydx, 
résultante qui est égale à l'aire ACB et appliquée suivant la verti- 
cale du centre de gravité de cette aire, soit équilibrée par deux 
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forces ascendantes appliquées au tiers et aux deux tiers de la 
corde et représentant {fig» A^, p. fij) les aires des triangles Aab. 

Si I' est variable, il faut procéder sur les triangles amplifiés 
et AB6 dans lesquels on peut décomposer le trapèze ABai. Ces 
deux forces sont par là déterminées (§ 338). 

Si l'arc AB est de structure symétrique par rapport à la verticale 
CD, il est clair que ab sera horizontal par raison de symétrie. 

Plus généralement, si CD est un diamètre de l'arc ACB, conju- 
gué à la corde AB, et si les sections placées aux deux extrémités 
de chaque corde parallèle à AB sont identiques, la ligne AB sera 
parallèle à la corde AB. 

2'' Tracé du polygone funiculaire C p des forces fictives — .- parallèles 
à la corde AB. — (Comme au § 449, 3*>.) 

3"* Tracé du polygone funiculaire «oPo (^^^ Ao) des charges données. 
— On pourra prendre la distance polaire 

4'' Tracé de la ligne de fermeture a^bo de ce polygone. — Opération 
analogue à celle i°. 

Si 1' est constant, on a à équilibrer une force verticale descen- 
dante égale à l'aire du polygone funiculaire par deux forces ascen- 
dantes placées au tiers et aux deux tiers de la corde. 

Si F est variable, on procède comme au § 338. 

z' ds 
5*" Tracé delà courbe funiculaire C^ des forces -^|— parallèles à AB. 

6° On a alors pour la poussée 

soit q = D Y si Ton a pris gr^ = D p. 

7<> Amplification des ordonnées z'q des sommets du polygone funicu- 
laire «0 ^0 dans le rapport connu 

q Dy' 

S** Report des ordonnées amplifiées à partir de aby ce qui fournit 
le polygone des pressions. 
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§451. 

APPUCATION A UH ARG 8T1IÉTBI&UE DAHS LE&UEL V EST BE6ABDÉ GOHB 
COHSTAHT. — Reprenons Tare ACB déjà considéré {PL JCXXIII, 
fig. A); mais, au lieu de le regarder comme posé sur rotules, 
regardons-le comme encastré à ses extrémités A et B, et suppo- 
sons, de plus, que le moment d'inertie I de sa section croisse du 

sommet aux naissances de façon que le produit I -== F soit constant. 

La fibre moyenne, qui a i6o™ de portée et 4î^">5o de flèche, 
est reproduite {fig- A, PL XXXIV). 

La corde AB est horizontale et la courbe elle-même est supposée 
symétrique par rapport à la verticale CD de son sommet C. (C'est, 
en réalité, un arc de cercle; mais les constructions qui suivent ne 
lui supposent aucune forme particulière.) 

i"" Tracé de la ligne de fermeture de l'arc. — La ligne de fermeture 
ab est ici horizontale, par raison de symétrie. 

Une force descendante égale à l'aire de l'arc ACB doit être équi- 
librée par une force ascendante égale à l'aire du rectangle KRab, 

Il faut et il suffit pour cela que ces deux aires soient égales. 

S'il s'agissait d'un arc parabolique, la hauteur Aa du rectangle 
serait les deux tiers de la flèche de l'arc. 

On pourrait aussi profiter de ce que l'arc est circulaire pour 
trouver la hauteur Aa. Mais, quel que soit l'arc, on procédera 
ainsi. 

Divisons la corde AB en un certain nombre de parties égales 
à A^. 

Nous adoptons seize parties. 

Soient 

jo» yu rj» ...» r? 

les ordonnées des points de division. 
L'aire ACD sera sensiblement 



AGD 
et comme 



= {j^ •+-7l-H7j4-...-hj7J AT, 



AB _ j^ 
16 "" 16 
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et que la moitié du rectangle a pour aire Aax 9 on aura 
d'où 

ce qui détermine la ligne ab, 

2' Tracé du polygone funiculaire D^. — On doit à présent, aux di- 
vers éléments ds de Tare, supposer appliquées les forces horizon- 

1 • M ■K v' ds y' dx T/ 

taies proportionnelles a — . — = • ., > on, comme r est constant, 

des forces proportionnelles ky dx. 

On appliquera aux points de division de Tare des forces pro- 
portionnelles à y LXy ou, comme Ax est constant, des forces pro- 
portionnellss aux ordonnées y des points de divisions comptées 
depuis la ligne ab. 

Désignons par Ci, C2, . . . , C7 les points déterminés sur l'arc par 
les verticales des points de division de la demi-corde AD, et par 
6i, 625 •• j ^7 les points analogues détermines par les verticales 
des points de division de la demi-corde DB. 

En raison du surbaissement de l'arc, il ne serait pas commode 
de lui appliquer des forces horizontales. Doublons les ordonnées^/ 
des points de division comptées depuis la corde AB. Soient b\ et 
c\ les points ainsi obtenus. 

Au lieu d'appliquer des forces proportionnelles aux ordonnées ^'| 
des points bi et ci comptées depuis ab à ces points eux-mêmes, 
nous pouvons les appliquer aux points b\ et c^. De plus, comme 
l'arc est symétrique, nous n'opérons que sur l'une de ses moitiés, 
par exemple sur celle CB remplacée par C'B à cause de Tamplifi- 
cation des ordonnées. 

Observons enfin que les ordonnées y^ de Tare comptées depuis 
ab sont les unes positives, les autres négatives : que les forces j^' dx 
que l'on devrait considérer si l'on opérait rigoureusement se font 
équilibre si on les suppose verticales (c'est par cette condition 
qu'est tracée la ligne ah). Donc, leur somme algébrique est nulle 
et, placées horizontalement, elles forment un couple. 
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La somme de leurs moments est donc constante relativement à 
tous les points du plan et, au lieu de chercher cette somme de 
moments relativement à un point A de la corde AB, on peut la 
chercher relativement à tout autre point, si cela est plus commode 
graphiquement. 

Par le point G' dont l'ordonnée est double de celle du sommet G 
de l'arc, menons une horizontale A'G'B'. Portons les forces pro- 
portionnelles aux ordonnées jk/, en polygone des forces sur C'B', 
en dirigeant celles qui répondent à des valeurs positives de^ dans 
le sens G'B', les autres en sens contraire. Ici on a pris ces forces 
doubles des jK/, soit égales aux ordonnées des points h\ comptées 
depuis la ligne a! V dont l'ordonnée est 

ko! ^ aAa. 

Si l'on procédait rigoureusement, comme les forces considérées 
forment un couple, le polygone devrait se fermer, c'est-à-dire 
qu'on devrait revenir au point de départ G'. 

La distance, au point G', du point d'arrivée du polygone des 
forces indique donc si l'on a commis des erreurs graphiques. 

Par le point D, menons des rayons polaires aux points de divi- 
sion et, prenant ce point D pour point de départ, construisons le 
polygone funiculaire de ces forces. 

Soient Dj3 ce polygone et ^ son point d'intersection avec l'hori- 
zontale G'B'. La somme des moments des forces ^y\ considérées, 
relativement au point G', est le produit 

C'13xDC', 
du segment G'j3 par la distance polaire DG'. Ainsi, l'on a 

s 
a 

2 ^^i ^ ^^'= G'? X DG' = 2C'? X DC, 



s 
t 

la somme "V s'étendant à un demi-arc, ou 

* 

jr 

"i 
(«) '^^y\yi=(::^xYiQ., 
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OU 

s 

(a') ^yiyi= C'^xDC, 



s 

la somme ^ s'étendant à tout Tare. 



.S*" Polygone fmdcnlaire des charges données. — Supposons , comme 
au § 427, que l'arc considéré porte une charge uniforme de p ki- 
logrammes par mètre, répartie sur la moitié de gauche de Tare. 

Quand on connaîtra les moments de flexion résultant d'une telle 
charge, on en déduira par simple superposition ceux qui résulte- 
raient d'une charge permanente uniforme sur tout l'arc, et d'une 
surcharge uniforme p' sur une de ses moitiés. 

Traçons {Jig' A©) le polygone funiculaire de la charge consi- 
dérée en prenant C 3 = Çq pour distance polaire. 

Ce polygone aoOBo sera formé d'un arc de parabole aoO et 
d'une horizontale OBo, obtenues comme au § 427, sauf la distance 
polaire qui est difierente. 

4*» Ligne de fermeture aobo, — Menons la corde aoBo. L'aire du tri- 
angle aoOBo est égale au produit de sa base OBo = - par la moitié 

de sa hauteur, laquelle moitié est égale à OD'. 
Donc cette aire est 

OD'x -. 
'À 

Soit /o le milieu de Aq O ; menons la verticale de ce point, elle 
donne la flèche/^ du segment de parabole ao/0. L'aire de ce seg- 
ment est les I du rectangle de base /g et de hauteur OAq == - • 



Elle est donc 
L'aire totale est donc 



ÎAxi. 



«,0B = S = (0D'4-|/r)^ 

Le cenlre de gravité du triangle est aux | de la médiane Bo g, 
en Yo- 
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Le centre de gravité du segment de parabole est (§ 142) sur la 
ligne /g aux f de /^ à partir du point /. Soit y'^ ce point. 

Aux points Yo cl Yo ^^ ^^^^ appliquer des forces descendantes 
proportionnelles aux aires correspondantes, par conséquent pou- 
vant être représentées respectivement par les longueurs 

OD' et i/g. 

Ces forces doivent être équilibrées par deux forces ascendantes 
dirigées suivant les verticales placées à |^ et à f de AoBq. 

Les longueurs obtenues pour ces forces multipliées respective- 
ment par - représenteront les aires des deux triangles a© a© B© el 

BoâTo^o constitutifs du trapèze oi^aoB^bQ, c'est-à-dire que les lon- 
gueurs obtenues seront précisément celles aoaoetBoèo- 

Portons D'D''=|/g^ au bout de OD'; puis prenant un pôle 
quelconque, par exemple /o, menons les rayons polaires /oO, 
/oD', /oD" et construisons un polygone funiculaire correspondant 
des forces appliquées en yo et Yo- 

Prolongeons les côtés extrêmes de ce polygone jusqu'à leurs 
rencontres avec les verticales placées à | et | de AqBo. Joignons 
les points de rencontre et traçons le rayon polaire /o^o parallèle 
à la droite ainsi obtenue. 

Les deux segments O to© et too D'' représentent les longueurs ao^o 
et Boèo- 

La ligne ao^o est ainsi connue et, par suite, on connaît les or- 
données z'f^ du polygone funiculaire «o/OBo comptées depuis celle 
ligne. 

5° Tracé du polygone Dy- — Les forces à considérer ici sont pro- 

Z fi ^ il T* 

portionnellcs à -^^| — = ^^., " qu'on remplace par des forces en 
nombre fini proportionnelles à -V- > et, comme le facteur -y est 
constant, on le supprime comme pour les forces ^-^n— > de sorte 

qu'aux points de division b\ et c\ on applique des forces égales 
aux ordonnées correspondantes z^^. 

Considérons deux points b\ et c| sur la même horizontale i/C/. 

Soient z^^ et z^^ les ordonnées positives ou négatives comprises 
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{^fig. Ao) entre le polygone funiculaire et sa ligne de fermeture, 
déterminées par les verticales menées par les points h\ et c)-. 

Suivant la ligne d'action b\ci agissent les deux forces z\i et 2^^. 
appliquées Tune en 6/ et l'autre en c^-. Nous pouvons les sup- 
poser toutes deux appliquées en c|-, ce qui donnera, en ce point, 
une force totale égale à la somme algébrique z'^^ + ^^,.. Il faut 
prendre la somme des moments de toutes les forces analogues ap- 
pliquées aux divers points c|.. Mais, comme , pour les forces^,-, nous 
n'avons considéré que celles appliquées à une moitié de Tare et 
qu'ainsi nous avons réduit de moitié la somme des moments de ces 
forces, nous devons faire la même réduction pour les nouvelles 
forces. C'est pourquoi, en chaque point c], on appliquera seule- 
ment une force — — proportionnelle à la demi-somme algé- 
brique des ordonnées répondant à ce point et à son symétrique b^. 
Comme les y^, on les a doublées de sorte que les nouvelles forces 
considérées sont, en fait, représentées par les longueurs 

relevées sur le dessin. 

Ces nouvelles forces forment, comme celles 2^., un couple. La 
somme de leurs moments est donc la même, quel que soit le point 
par rapport auquel on prend les moments. Nous les prendrons par 
rapport au point C 

A cet eflet, sur l'horizontale C'A', on portera ces forces 



dans un sens convenu, deC vers A' pour celles qui sont positives 
et en sens inverse pour celles qui sont négatives. Pour abréger, sur 
l'épure, on les a désignées par les lettres z], de sorte que 

Le polygone des forces se fermerait si le tracé était rigoureux. 

On construira le polygone funiculaire D ^ ayant le point D pour 

pôle et pourpoint de départ. La somme des moments de ces forces 

est 

G'yxDC, 
IIF. 6 
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c'eslp-à-dire qu'on a 



2«/-^-^;*M=G'YxDC', 



ou 



(à) ^{^01-^^^)71= G' tX^G> 



ou 



{b') ^zl,xy,= C'^(xDC. 



6« Détermination de la poussée. — La poussée q est donnée par la 
formule 

'""JW'y 

les intégrales s'étendant à Tare entier, ou, comme V est constanl 
et que Tare est symétrique, 



<7 = !7o' 






X 



'yydx 



chaque intégrale s'étendant à une moitié seulement de Tare, 
ou approximativement 



-' I -W 



2fîi±^:rAx 





q = q^ — 



^y'iyi ^ 
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OU, comme Aj; est constant, 



s 



2- 



2-^'-^' 



ou, à cause de (a) et (6), 

C'y X DG C'y 

^ = ^»C'PxDG=^^C^' 

et, comme Ton a pris 

il en résulte 

^ = C'Y. 

7'' Tracé dn polygone des prossionB. — A.mplifions {fig. Âo) les 
ordonnées z'^ des points ao, O, Bq dans le rapport 

q C'Y^ ^• 

Portons {Jlg* Â) les ordonnées ainsi amplifiées à partir des 
points a, b et du point où la ligne ab coupe la verticale du milieu 
de Tare; nous aurons trois points a, O', p. Joignons O'p. Pro- 
longeons cette ligne jusqu'à sa rencontre en s avec la verticale du 
milieu de ÂD. Joignons ^ a et traçons la parabole à axe vertical 
tangente en A et O' aux lignes a5 et pO'5. 

Le contour aO'P formé par la parabole et la droite donne le po^ 
lygone des pressions (*). 

§ 452. 

DtTEBMIHÂnOI DE8H0HER DE FLEnOI, EFFORT TBAICHAIT, COMFBES- 
8I0I DE LA FDBE MOTEHHE. — Le produit d'une ordonnée comprise 



(*) La construction n'est pas indiquée. Joignez le point D au point ^ et y : 
puis, pour amplifier l'ordonnée a^a,, inscrivez dans l'angle DG'p une horizontale 
égale à cette ordonnée. Elle déterminera dans l'angle DC'y> l'ordonnée amplifiée. 

(*) Comme vérification il doit couper la ligne de fermeture ab aux points 9 
et y situés sur les yerticales des points v^ et ^^ {fig» A^) où le polygone a^OB^ 
coupe sa ligne de fermeture a^b^. Cette considération permettrait de ne déter- 
miner qu'un seul des trois points a, O, B. 
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entre cette ligne et l'arc, par la distance polaire q = C'y> 1 u» 
des facteurs mesuré à l'échelle des forces, l'autre à l'échelle des 
longueurs, donne le moment de flexion correspondant : ainsi, en b^. 
l'ordonnée dont il s'agit a une longueur de 

6.6; =14°"», 5. 
D'autre part 

q= G'y = i9™",5; 

donc, comme on a pris une échelle des forces, telle que p tonnes 
soient représentées par 1™" et que l'échelle des longueurs esi 
elle-même de i™" par mètre, le moment de flexion en 65 est 

M = — 14,5 X 19,5/) =—282,750/) tonnes-mètres. 

Ce moment est négatif. 

Au point symétrique du précédent, le moment de flexion est 
positif et égal à 

M'= 9,5 X i9,5jo = 186, 25 tonnes-mètres. 

Si la charge permanente est de p tonnes par mètre et qu'une 
surcharge de/?' tonnes par mètre règne sur la moitié de gauche de 
l'arc, le moment de flexion total en b^ sera, d'après le principe dt 
superposition, 

M = (i86,5o — 282,75)/> — 282,75/?' = — 282,75(/>-h/?')-h i86,5o/>l.-m. 

En menant, par les extrémités du polygone des forces des pa- 
rallèles aux côtés (ou tangentes) extrêmes a^, ^^ du polygone des 
pressions, on en obtient le pôle. 

Le rayon polaire parallèle à la tangente en un point b\ de ce 
polygone donne la résultante des forces élastiques dans la section 
de l'arc faite au point 65 placé sur la même verticale (§ 69). Les 
composantes tangente et normale à l'arc de cette force donnent la 
compression de la fibre moyenne et l'efibrt tranchant. 

§ 4o3. 

ARC DAH8 LSaUEL I' EST TABIABLE. — Si l'arc est trop long pour 
qu'on y puisse regarder F comme constant dans toute la moitié de 
l'arc, on divisera une des moitiés en un petit nombre de sections 
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dans chacune desquelles on regardera F comme constant. On aura 
alors à opérer, pour la détermination des lignes de fermeture, 
comme il a été dit au § 449. 

De plus, au lieu des polygones funiculaires de forces proportion- 
nelles auxjK'et — > on aura à tracer des polygones funiculaires 

relatifs à des forces proportionnelles aux ^ et ° , ^ » 

On formera des longueurs représentant ces forces, comme il a 
été dit au §428. 

§ 454. 

lOUYELLE EXPBE88I0H DE LA POUSSÉE. — Nous allons donner, de la 
poussée, une expression nouvelle et remarquable qui nous per- 
mettra d'étendre aux arcs encastrés le tracé donné pour la ligne de 
poussée d'un arc à appuis simples. 

Reprenons l'équation (9') du § 449 



rWdi 
J r 



-y 
y 



M' étant le moment de flexion que les charges agissant sur l'arc 
produiraient sur sa corde regardée comme encastrée. 

Soient h l'ordonnée à l'origine de la droite ab {fig» A, p. 67) 
et ;n son coefficient angulaire, de sojrte que 

par suite, 



et 



J -T^^^J -y-^-^V -^-^V -V 

Les deux derniers termes sont nuls (§ 449); donc 

rwdx __ rwdx , 



dx 



q = 
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Or le moment de flexion M' en un point d'une poutre encastrée 
est, à une fonction linéaire près des coordonnées de ce point, égal 
au moment de flexion [ji qui s'y produirait si la poutre posait sur 
appuis simples. 

Donc 

M'= |x-f- Ao-t-Boa7, 

Ao et Bo étant deux constantes. 
Par suite 

Les deux derniers termes sont nuls en vertu des équations (8) 
du § 449 \ donc 

et 



9 = 



Corollaire. — Si l'on appelle Zq (Jig* A©, PL XAXIV) les 
ordonnées du polygone funiculaire aoOBo comptées depuis sa 
corde ao ^^9 ^^ ^^^^ 

et, par suite, 

IWy 

ce qui montre qu'on peut, dans la recherche de la poussée, utiliser, 
si on le préfère, les ordonnées ^o? au lieu de celles z^^ et trouver 
la poussée sans connaître la ligne de fermeture a^b^, 

U6RE DE POUSSÉE. — Si une seule charge agit sur l'arc, on pourrait 
déterminer la poussée par la méthode d'Eddy; en faisant cette 
détermination pour chaque position du poids et portant en or- 
donnée une longueur proportionnelle à la poussée correspondante, 
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on obtiendrai une courbe que nous appelons la ligne de 
poussée. 

Une telle ligne est d'autant plus importante à tracer que, quand 
on la connaît, on en déduit, par de simples superpositions, les 
poussées produites par des charges quelles qu'elles soient. 

Mais cette marche serait très laborieuse et nous allons montrer 
que cette ligne peut se tracer par une méthode très simple et en 
tout pareille à celle que nous avons donnée dans le cas d'un arc 
posé sur tourillons sans encastrement. 

Théorème I. — Si un mobile unique parcourt un arc de sec- 
tion constante ou variable et qu!en chaque élément dx de la 
projection horizontale de Varc on applique une force verti- 
cale Y dx, y étant l'ordonnée de l'arc comptée depuis la ligne 

de fermeture, la somme des moments relativement à un point 
quelconque de celles de xes forces qui sont à la gauche de ce 
point est proportionnelle à la poussée que le mobile détermine 
dans Varc lorsqu'il est arrivé sur la verticale de ce même 
point. 

Ce théorème résulte de l'expression de la poussée qui vient 
d'être obtenue 



s: 



les intégrales étant à effectuer pour toute la longueur / = AB' de 
la projection horizontale de l'arc (Jig> A, p. 67). 

Soit P un poids dont l'abscisse comptée depuis l'appui de gauche 
soit a. 



On a 



Poara7<a.... ji = P x — -z — x\ 
Pourar>a.. . jx = P x j(/ — ar). 



Donc 



Z'?^— '-^r^'-^x/'^^- 
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OU 



Mais les forces ^^^ ^^°^ ^^ équilibre, c'est-à-dire que 



x'^ 



nul et. la première donne 



dx = o, 

V. 



6^ — 0. 

Pat 

A cause de la seconde de ces équations, le coefficient de — esi 



Par suite, 



ii^^='i ^^^H ^=-Vo ^*'""^~ 



y^^ 



et 

-/ (0L-x)-L^ 
<7 = P -7 



/^ 



-dx 
I' 

-^0 



Le dénominateur est une constante indi^pendante de la position 
du poids P^ le numérateur est la somme des moments indiquée 
dans renoncé. 

Théorème II. — Construisez une courbe funiculaire de dis- 

y'dr 
lance polaire quelconque rf, des forces verticales "^ ., , en 

partant du point A et en prenant le premier rayon polaire 
horizontal. Cette courbe passera par le point B'; en ses extré- 
mités A et B', elle sera tangente à ^horizontale AB' et son or- 
donnée en un point quelconque comptée depuis cette horizontale 
sera proportionnelle à la poussée qu'un poids P arrivé en ce 
point détermine dans l'arc. 
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Cette courbe funiculaire sera donc la ligne de poussée de l'arc. 

v' . . . 

En effet, les forces p- dx se faisant équilibre, leurs courbes funi- 
culaires comme leur polygone des forces se ferment. 

Si Ton part du point A et que le premier rayon polaire soit 
horizontal, la courbe sera, par construction, tangente en A à AB'. 

Et, pour qu'elle se ferme, il faut que son dernier élément passe 
en 6' et soit dirigé suivant la ligne B'A. 

Dans la pratique, on remplace la valeur ci-dessus de q par 
celle-ci : 



q=:P-^^ 



yy 



ZH 



et la courbe funiculaire par un polygone funiculaire. 

Soit 7) Tordonnée de ce polygone répondant à une abscisse ot. 
D'après le théorème des moments, 



]^(a-ar) = T)Xc?. 



D'ailleurs, le dénominateur a été construit (§ 451) et est repré- 
senté aussi par le produit de deux lignes. 
Soit hxk ce produit, de sorte que 

c'est-à-dire que pour avoir la poussée qu'un poids P arrivé en un 
point quelconque détermine dans l'arc, il suffit de multiplier ce 

poids par le nombre abstrait ' — t> qu'on obtient en mesurant sur 

l'épure les longueurs tj, rf. A, A* à une échelle convenue quel- 
conque, par exemple en millimètres et fractions de millimètre. 

Remarque. — Il est évident a priori que la ligne de poussée 
devait passer en A et B' et y être tangente à l'axe des abscisses; 
car le poids P placé soit en A, soit en B, soit dans des positions 
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infiniment voisines de ces deux points ne produit pas de poassée 
sur Tare, celui-ci étant encastré à ses deux extrémités. 

§ 456. 

APPUGinOIÂ UH ARC STKÉTBiaUB ET POUR LEftlJEL V EST COISTAR. - 

Lorsque V est constant, les théorèmes précédents s'appliquent à 
des charges y dx et Ton a 

a 



Concevons que Ton construise (yî^. A, P/.JTJOr/F) le polygone 
funiculaire de distance polaire âf de forces verticales y^ appliquées 
aux points de division bi en partant du point Â et prenant le pre- 
mier rayon polaire horizontal. 

La construction a été faite sur l'épure. Le polygone des forces y 
est sur la verticale de l'appui B. Les forces répondant à des valeurs 
positives de y^ ont été portées de haut en bas, les autres de bas en 
haut. La distance polaire d a été prise égale à C'^ et alors, sît^ est 
l'ordonnée du polygone obtenu, répondant à une abscisse quel- 
conque a, on a 

a 



D'autre part, on a trouvé (§ 453) 

2^=CDxG'p. 



Donc 



^ = 'm- 



Pour avoir la poussée que produit le poids P dans une position 
quelconque, il suffit de multiplier ce poids par le nombre ah- 

trait ^ obtenu en mesurant tj à une échelle quelconque et divi- 
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sant le nombre obtenu par la flèche de l'arc mesurée à la même 
échelle. 

§457. 

POirSSÉE PRODUITE PAR DES GHAR6E8 aUELGOiaUES. — Si des charges 

Piï Pi> Pa» •••» P/i» 
d'abscisses 

«l, «s, Œj, ..., an, 

agissent sur Tare, la poussée q qu'elles déterminent sera 

^iii ^2) • • • étant les coordonnées de la ligne de poussée répondant 
aux abscisses a,, as, .... 

On peut donc l'obtenir soit par le calcul, en mesurant ces or- 
données, soit en plaçant les poids Pi, P2, • • • horizontalement aux 
extrémités des ordonnées 7)1, 7^2) ••• et construisant un polygone 
funiculaire de ces forces, de distance polaire CD. 

Le segment qu'il détermine sur AB, mesuré à l'échelle des forces, 
exprime la poussée. 

§ 458. 

ARCS OU l' EST TARIARLE. — Si l'arc est trop long pour qu'on puisse 
regarder V comme constant dans toute son étendue, on le divisera 
en un petit nombre de sections dans chacune desquelles V est re- 
gardé comme constant et l'on opérera sur les longueurs propor- 

tionnelles aux —> ainsi qu'il a été souvent indiqué. 

§459. 

UOIES D'IHFLUEVGE. — Pour avoir la ligne d'influence relative à 
une section donnée d'abscisse a?, nous devons supposer un poids P 
parcourant l'arc et, dans chacune de ses positions, porter, en or- 
donnée, le moment de flexion positif ou négatif M qu'il détermine 
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M 

dans la section, ou plutôt le rapport ^ de ce moment au poids P, 

rapport qui est une longueur. 
Or 

où M' est le moment de flexion que le poids mobile produirait 
dans la section d'abscisse x de la poutre droite correspondant à 
Tare. 

Si a est, à un instant quelconque, l'abscisse du poids voyageur, 
M' est une fonction de a et de ^; q est une fonction de a seule- 
ment, et y une fonction de x seulement. 

Si, dans cette équation, on regarde a et M comme des coordon- 
nées courantes, x et y' comme des paramètres constants, elle re- 
présente l'équation de la ligne d'influence cherchée. 

Observons d'abord que, pour des sections faites aux deux points 
d'intersection de la ligne de fermeture ab avec l'arc, on a 

y=o 
et, par suite aussi, 

M = M'. 

Donc, les lignes dUnJluence dUin arc de section constante on 
variable, encastré à ses deux extrémités, relativement à des 
sections faites aux deux points d'intersection de la ligne de 
fermeture avec Varc, coïncident avec celles des sections ana- 
logues faites dans la poutre droite correspondante. 

Or nous avons vu (§ 341) comment on trouve les lignes d'in- 
fluence relatives à une poutre droite encastrée à ses deux bouts, et 
ainsi nous aurons déjà les lignes d'influence relativement à deux 
sections d'un arc quelconque. 

On commencera toujours par tracer ces deux lignes. Dans le 
cas d'un arc de structure symétrique, de section constante ou va- 
riable, elles sont symétriques et il suffît d'en tracer une. 

Si V est regardé comme constant dans l'arc, c'est une ligne d'in- 
fluence relative à une poutre de section constante. 

Or, les lignes d'influence d'une telle poutre sont faciles à ob- 
tenir, leurs équations sont données au § 341 et les lignes elles- 
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mêmes sont en partie tracées {fig^ 24, p. 122 de la 11® Partie). 
Ajoutons que, si la longueur / de la poutre varie, les ordonnées de 
chaque ligne se modifient toutes dans un même rapport. Il suffit 
donc de rapporter ces ordonnées à la longueur /pour que les mêmes 
courbes servent pour toutes les poutres. 

Si Ton veut avoir les lignes d'influence relatives à une ou 
plusieurs autres sections faites dans Tare (et il sera, en général, 
désirable d'avoir encore au moins celle relative à la section faite à 
la clef), on pourra employer un artifice analogue à celui que nous 
avons indiqué pour les arcs posés sur tourillons. 

Les ordonnées de la ligne de poussée fournissent les valeurs de q 
ou des valeurs proportionnelles. 

Supposons d'abord qu'elles donnent les valeurs même de q. 

De la dernière équation on tire 

M _ IVr g 

P7' "^ vy P ' 

où T77 -p*9 p sont les moments et la poussée qui seraient dus à 

Tunité de poids. 

Comme pour une section donnée, y est constant, les ordon- 
nées p— 7 donnent, aussi bien que celles tj-» les lignes d'influence. 

Ces rapports sont des nombres abstraits qu'on portera, à une 

échelle arbitraire. 

M' 
A cette même échelle, les rapports p-r sont les ordonnées des 

lignes d'influence relatives à la poutre droite correspondante à 
l'arc. 

Par suite, les diff^érences p— ? — p sont les portions d'ordonnées 

comprises entre ces dernières lignes, lesquelles varient d'une sec- 
lion à une autre et la ligne de poussée qui n'est à tracer qu'une 
fois pour toutes. 

Ainsi, le tracé des lignes dHnJluence relatives à un arc en- 
castré à ses deux bouts se trouve ramené à celui des lignes 
d'influence relatives à la poutre droite correspondante. 

Si V est regardé comme constant, ce sont les lignes d'influence 
d'une poutre de section constante qu'on aura à tracer. 
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Si les ordonnées de la ligne de poussée sont les produits de la 
poussée par une constante, le même raisonnement s'applique en 
multipliant les deux membres de Téquation ci-dessus par celle 
constante. 

§460. 

AFFUGAncnr a UI abc SIMÉTBiaUS SAIS UmEL t EST C0M8TAIT. - 
Appliquons ces considéralions à Tare k.CR{fig. A, PL JCXAl11% 
pour lequel la ligne de poussée est tracée et les ordonnées t; sont 
telles que 

' = '^ 

ou, si l'on fait P = i , 
Par suite, 

M = M'- ^y. 

On doit se rappeler que M et M' ont ici la signification qu'ont, 

dans les équations précédentes, les rapports -rj- et -^> c'est-à-dire 

que ce sont des longueurs, ce que montre d'ailleurs le dernier 
terme de l'équation. 

D'ailleurs (§ 340) pour a <C ^, c'est-à-dire à gauche de la 
section que l'on considère, l'équation (9') donne 

«-(i)'['-;-('-'?)f]'^ 

pour a > x ou à droite de cette section, l'équation (9) donne 

»■■=(-?)■[(-")!-?]'• 

Pour a = a:, c'est-à-dire lorsque le mobile traverse la section 
elle-même à laquelle se rapporte la ligne d'influence, on a 



«•='(z)'(- ?)■'■. 



Ceci posé, on a d'abord tracé {fig* A, PL XXXIV) en trails 
discontinus la ligne d'influence de la section faite, dans l'arc, au 
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point ^ où il est coupé par la ligne de fermeture. En ce point on a 

y'sss o et, par suite, 

M = M', 

c'est-à-dire que c'est la ligne d'influence de la poutre droite, rela- 
tive au point ^. 

On trouve sur Tépure A^= Sa"", 5; comme /= 160"", il en 

résulte 

A/?-' _ <a? _ 3!3i.5 
"T ~ 7 - 160 ' 
ou sensiblement 

a? _ Sa _ I 
? " Tëô " 5* 

Les équations des deux branches sont donc : 
Pour a <C ^j branche de gauche, 

Pour a > JJ, branche de droite, 

M.= (,-|)-(,--)£. 

Pour a = jc = I /, 

\5/ \5/ 54 10000 ' 

ou 

M'= o,o5i X 160""= 8"",i, 

si Ton adopte, comme nous l'avons fait, la même échelle pour les 
ordonnées et les abscisses. 

Comme pour toutes les lignes d'influence d'une poutre encastrée, 
relatives à des sections placées dans le tiers extrême de gauche, la 
branche de gauche présente sa concavité vers le bas ; celle de 
droite oOre un point d'inflexion et coupe l'axe des x. Celle-ci le 
coupe au point d'abscisse 

" = 3- 

Pour les sections autres que celle dont on vient de parler, les 
lignes d'influence de l'arc ne sont pas les mêmes que celles de la 
poutre droite correspondante. Mais, pour ramener le problème à 
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celui analogue relatif aux poutres droites, de l'équation 



on tire 



^ = ^'-âj-^' 



M X CD ^„ CD 

= M'X ; Ti, 

y y 



Si donc on trace des courbes dont les ordonnées sont les pro- 
duits 



(c) 



M'x 



CD 



les portions d'ordonnées comprises entre ces courbes et la ligne 
de poussée représentent les produits 

VI' CD 

M X —r » 

de sorte que, si l'on appelle r^' ces portions d'ordonnées, on aura 

Rf CD 

M X — r = Tf) , 

y 

Les courbes dont les ordonnées sont les produits (c) sont les 
lignes d'influence de la poutre droite amplifiées pour chaque 

courbe dans le rapport constant — ,-• 

On a, pour les ordonnées de ces courbes, 

i" Pour a << ^, branche de. gauche, 

M'x CD 



=(?)•['- ?-(-v-)f]f»^ 



2" Pour a > a:, branche de droite 
M'x CD 



7^"=(-r)'[(-T)î-î]^- 

On a tracé ces courbes : 

1** Pour la section faite dans Tappui gauche pour lequel x = o. 
y = — Aa, de sorte que la seconde branche existe seule et a pour 



ARCS ENCASTRES AUX DEUX EXTRÉMITÉS. 97 

équation 

— 4 = -^ l— ( ' — 7 ) CD. 



Elle est indiquée en traits discontinus. C^est la courbe de la 
fig, 24, II* Partie, p. 122, dont les ordonnées sont amplifiées 

dans le rapport j- • 

2^ Pour la section du milieu où a; = -> les deux branches sont 

2 

symétriques et Téquation de celle de gauche est 

équation d'une parabole du second degré AS ayant son sommet 

en A. Pour a = - > on a 
2 

CD i l rr^ o«mn.GD 
^^y = 8CF^^ = ^^ CD" 

M'x ^ = ^ X 20»"= 68"". 

y 12,5 

Cette ordonnée DS est portée à partir du point D. On a tracé 
en lignes pleines les deux courbes symétriques AS, SB. 



§461. 

PA8SAIIE D'UI MOBOE UmaUE SUR UI ARC. — Si un mobile de 
poids P passe sur Tare : 

1° Dans la section g il produit le moment maximum lorsqu'il 
arrive dans la verticale du point de la ligne d'influence où l'or- 
donnée, comptée depuis la droite AB, est maxima. Cette ordonnée 
se trouve dans la section g elle-même, l'ordonnée en^ de la ligne 
d'influence étant plus grande que l'ordonnée répondant au point 
où la tangente est horizontale. 

L'ordonnée en g' est de 8™" à l'échelle ou de 8" en réalité; 
donc, si P est exprimé en tonnes, le moment maximum qui se 
produit en g pendant le passage du mobile est 

M = M' = 8 P tonnes-mètres 
III. 7 
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OU, si l'on veut, pour avoir ce moment, il faut attribuer au 
poids P un bras de levier de 8™. 

Dans la section du milieu, c'est encore lorsque le mobile passe 
dans la section qu'il y produit le plus grand moment. Cette fois 
pour l'obtenir on mesure la portion d'ordonnée comprise entre la 
ligne d'influence relative à la poutre droite et la ligne de poussée. 

Soit 7)' cette ordonnée ; le moment de flexion cherché sera donné 
par l'équation 

M X ^ = Pr/, 



Or 



d'où 



M = i5xPV. 

V=SO = a8""-,5, 
CD = 4a"'", 5, 
y=GD'=ia°"»,5; 

-- ra,5 X 28,5 ^ , ft , rk 

M = ; — - — — p tonnes-metres = 8,4 P tonnes-metres. 

4^,5 



Dans la section d'encastrement, il faut prendre encore le maxi- 
mum de la portion d'ordonnée comprise entre la ligne d'influence 
et la ligne de poussée. Cette portion d'ordonnée est marquée; 
c'est es' = 1 3"*™ environ . 

D'ailleurs, ici l'on a 



d'oii 



y= ~Aa = — 30" 
M X CD 



y 



= PX££'=l3P, 



M= — 



i3 X 3o 



i3 X 3o 



P. 



CD 4'2,5 

Le moment maximum est ici négatif, et sa valeur absolue est 



i3 X 3o 

4*2, JU 

soit environ 9 , 3 P tonnes-mètres. 



P, 
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§ 462. 

PA8SAIIE Sim COinrOI. — S'il passait un convoi sur l'arc, pour 
avoir le moment de flexion maximum qu'il détermine dans une 
section, on le placerait de façon que son centre de gravité passe 
dans le voisinage du point où un mobile unique passant sur l'arc 
produirait le moment maximum dans la section considérée. Puis, 
pour trouver le sens dans lequel il faut le déplacer pour l'amener 
à sa position la plus défavorable, on procéderait ainsi : 

Supposons qu'il s'agisse de la section du milieu. 

Reprenons le convoi à cinq essieux, déjà considéré au § 436, 
et dont les charges sont 

Pi> Pi» •••; P*« 

On l'a placé au sentiment, de façon que la section considérée 
soit entre les essieux n°' 3 et 4 qui comprennent aussi le centre de 
gravité du convoi. 

Soient 

Çif Çti Çz, Çk, q% 

les points où les verticales des essieux coupent la ligne de poussée, 
et 

P\^ Pty Pki P$ 

ceux où ces verticales coupent la ligne d'influence de la poutre 
droite. 

Formons {/ig- à) le polygone ab des cinq charges, en les portant 
bout à bout, non sur une verticale, mais sur une horizontale. 

Du point a, menons une parallèle à la tangente en gr<, jusqu'à 
sa rencontre avec la verticale du point i .2 du polygone ab\ de ce 
point de rencontre, une parallèle à la tangente en ^2 jusqu'à sa 
rencontre avec la verticale du point 2.3, et ainsi de suite. 

On formera ainsi le contour aU. 

On formera de même le contour aib^ en menant des parallèles 
aux tangentes en /?«, /7a, p^, p^^ p^ à la ligne d'influence. 

La signification de l'ordonnée VV est facile à apercevoir. 

Soient 5|, ^2, ^3, 54, ^5 les ordonnées de la ligne d'influence 
comptées depuis l'horizontale ÂB au droit des charges et 7)|, 7,2, 
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^8} fikj ^5 celles de la ligne de poussée. On aura 

CD 

M= yr[Pi(-»i-^i)-*-Pî('»î-^«)H-.. H-P.(*.-T1.)]. 

Donc, pour un déplacement infiniment petit e du convoi, on 

aura, en appelant zl, tj^. les dérivées -^> -^ des ordonnées zi 

et 7){ par rapport à leurs abscisses, c'est-à-dire les coeilGcients an- 
gulaires des tangentes aux deux courbes en/?/ et Çg 






P,V, H-. . .-f- PsV, - (PiVi H-. . .-f- PlVs)]^ 



OU 



AM = — r X 6'6'x e. 

y 

Donc, si M varie d'une manière continue, le maximum n'a lieu 
que si b'b^= o. C'est ce qui se produirait s'il n'y avait pas rebrous- 
sement sur la ligne d'influence, si Ton se trouvait près d'un point 
dont l'ordonnée z — tj présentât un maximum analytique. Cela 
arriverait, par exemple, si l'on cherchait le moment maximum 
produit par le convoi sur la section d'encastrement, ce qui exigerait 
qu'on plaçât le convoi à cheval sur la verticale ee'. 

Mais, d'une manière générale, pour que M soit maximum, il faut 
que AM soit négatif, quel que soit le signe de e, ce qui exige, 
si f/lf n'est pas nul, que cette quantité change brusquement de 
signe avec e, c'est-à-dire suivant qu'on déplace le convoi un peu 
vers la droite ou vers la gauche. Cela n'arrive pas dans la position 
actuelle; maison voit que cela arrivera si l'on déplace le convoi, 
de façon que l'essieu n*^ 3 se trouve dans la section. 

Cette dernière position est indiquée en pointillé. 

Si l'on fait la construction des deux polygones al/ et al/' pour 
deux positions voisines prises de part et d'autre de celle-ci, on 
voit que le point 6' ne change pas sensiblement; le point 6' ne 
change pas sensiblement non plus pour une position un peu à 
gauche de celle pointillée ; mais il passe brusquement en b\ de 
l'autre côté de b pour une position un peu à droite de celle poin- 
tillée. Donc cette dernière répond au maximum de M. 

L'équation ci-dessus donne l'expression correspondante de M 
qu'on peut ou calculer en mesurant les ordonnées Ziy r\^ sur l'épure, 
ou construire à l'aide d'un polygone funiculaire, comme il a été 
fait au § 436. 
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§463. 
UftIES S'UrLUERCE SES STFOETS TRA1GUIT8. — La formule 

ds 
donne pour refibrt tranchant dans un arc encastré 

ou 

dx ds ^ ds' 
d'où 

T ^M' dx 



dy' dx dy ^ 



ds 
ou 

ds 

en appelant T' l'effort tranchant dans la poutre droîte correspon- 
dante à l'arc, compté, comme T, positivement de haut en bas. 

Si l'arc est symétrique et, par suite, la ligne de fermeture ab 
horizontale et si Ô est l'angle de ab avec la tangente à l'arc, au 
droit de la section relativement à laquelle on cherche la ligne 
d'influence, on aura 

dv' . ^ dx -V 

-7- = sin6, -T-r=cot6; 
ds dy ' 

d'où 

T 

sinO ^ 

Si la ligne ab n'est pas horizontale et qu'on appelle 6 l'angle 
qu'elle fait avec la tangente à la fibre moyenne dans la section que 
l'on considère, et i l'angle qu'elle fait avec la verticale, on voit 

aisément que 

dy _ sinO 
ds " sint 

dx • / • A\ 

•57 = sin(t-e), 
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et par suite 

sint _ sin(t — 6) _^ 
sine " sine ^' 

formule qui, pour i = — » coïncide avec la précédente. 

En tous cas, 8 est une constante pour une section donnée, de 

sorte qu'une courbe ayant pour ordonnées T^-:—^ représente la 

ligne d'influence relative à la section de Tare à laquelle se rapporte 
l'angle 0; de même, une ligne ayant des ordonnées égales à 

T' — ^T— s — peut être regardée comme une ligfte d'influence rela- 
tive à cette même section de la poutre droite. 

Si donc on construit ces dernières lignes d'influence, les per- 
lions d'ordonnées comprises entre la ligne de poussée et les nou- 
velles lignes représenteront les ordonnées T ^ = T-r-g relatives 
à l'arc. 

§464. 

CAS B'Dll ARC POUR IXaUEL T EST CONSTAHT. — Envisageons le cas 
d'un arc symétrique dans lequel I' puisse être regardé comme 
sensiblement constant, de façon que la poutre droite à considérer 
se trouve de section constante. 

On a, à cause de la symétrie, 

I=- et -r-s =T'cote — g. 
2 Sine ^ 

Si y\ est l'ordonnée de la ligne de poussée, on a (§ 456) 

d'où 

rn 

sine ' 

D'ailleurs nous avons vu (§ 342) que, pour avoir T', il suffit de 
construire la parabole du troisième degré 



H'-m-r) 
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qui est tangente à Taxe des x au droit de Tappui B, coupe la ver- 
ticale de l^appui A origine des coordonnées au point ^ = i ; a, 
en ce point, sa tangente horizontale et présente une inflexion au 
milieu de AB où son ordonnée est 

jr — !• 

Donc la courbe ayant pour ordonnée T'xCDcotO sera de 
même tangente à AB en A; elle coupera la verticale du point B au 
point ayant pour ordonnée 

CD cote, 

qu'il est facile de construire pour chaque section; elle présente 
une inflexion au milieu de AB, l'ordonnée correspondante étant 

î CD cote. 

Soient {fig' 49? ?• io4) ACB l'arc, AQB la ligne de poussée 
et X une section quelconque. 

Menons la tangente à Tare en X et prolongeons-la jusqu'à la 
corde AB d'une part et jusqu'à l'horizontale du sommet C d'autre 
part. 

Projetons-la sur cette horizontale en XqXJj. 

On aura 

XoX'o = GDcote. 

Prenons l'ordonnée 

AA'=XoX;. 

Joignons A'B qui coupe la verticale du milieu en 6 ; la courbe 
cherchée est A'6B ayant ses tangentes horizontales en A' etB, et 
son inflexion en b. 

Transportons cette courbe parallèlement à elle-même en AB'. 

La verticale de X coupe les deux courbes en X' et X''^. A gauche 

de la section, Jes ordonnées comprises entre A'X' et la ligne de 

poussée représentent 

TxCD 

sine ' 

A droite, ce sont les ordonnées comprises entre X"B' et la ligne 
de poussée. 
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§465. 

EFFOBTS TRANCHAHTS PHOBUITS PAB LE PAS8AIIE D'UI MOBILE OU Bill 
GOITVOL — La plus grande de toutes les ordonnées est X'^Xj dé- 
terminée par la section considérée entre la ligne AB' et la ligne 
de poussée. Par suite, un mobile passant sur l'arc y produit dans 
la section X le plus grand effort tranchant à Tinstant où il passe 
dans cette section, et cet effort est 




donné par la formule 



d'où 



T X CD 

sinô 



= X'X,xP, 



T = ^'Psin6. 



CD 
sinô 



représente la longueur XoX^ de la tangente à l'arc. Donc 



T = ^ xP. 



Le rapport purement numérique 



XqXq 



s'obtient en mesurant 



les deux longueurs X"X« et XqX^ à une même échelle commune 
quelconque, en millimètres, par exemple, et fractions de millimètre 
et formant le quotient des deux nombres obtenus. 
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Pour le passage d'un convoi, on procédera par fausse position 
en suivant exactement la même marche que pour les moments de 
flexion (§ 462). 

§466. 

UEÏÏ DU SOMMET BU POLTIIOHE DES PBESSIONS ET EirVELOPPES BES 
RÉACTIONS DES APPUIS PRODUITES PAB LE PASSAIIE D'UN MOBILE UNIttUE 
SUB UN ABC ENCASTRÉ. — Le polygone des pressions produit par une 
charge unique P se compose de deux droites seulement venant se 
couper sur la verticale du point P. Ces deux droites ne sont autres 
que les directions des réactions des appuis. On peut se proposer 
de chercher : 

I** Le lieu de leur point d'intersection S; 
2** L'enveloppe de chacune des deux droites. 

On obtient ainsi trois courbes qui ont été utilisées : la première, 
par M. Winckler, les deux autres par MM. Winckler et Franckel. 
Si on les a tracées, on peut, pour chaque position du poids P, 
trouver de suite les directions des réactions des appuis. Il suffît, 
pour cela, par le point où la verticale du poids P coupe la courbe 
lieu des points S, de mener des tangentes aux deux courbes enve- 
loppes. 

Mais le polygone des pressions ne fournit pas, comme les lignes 
d'influence, le moyen de discuter, à simple vue, les effets du passage 
d'un convoi. Nous allons montrer, au contraire, que la connaissance : 

1^ De la ligne de poussée; 

2** Des lignes d'influence relatives aux deux points où la ligne ab 
{Jig* A, PL XXXIV) coupe l'arc (soit en tout trois courbes) 
permet de trouver, si on le veut, les réactions des appuis pour 
chaque position d'un mobile et, par suite, les trois courbes i° et 
2° que nous venons de définir. 

Ajoutons que la ligne de poussée et les deux lignes d'influence 
s'obtiennent très facilement, puisque la première est, comme nous 
l'avons établi, un polygone funiculaire à tracer. 

Les deux autres sont connues d^avance. En effet, ces deux 
lignes d'influence sont les mêmes que celles de la poutre droite 
correspondant à l'arc que l'on considère. 
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Donc elles ne dépendent pas de la formé de VarCy et quand F 
est regardé comme constant, elles sont pareilles entre elles à 
Téchelle près des ordonnées pour tous les arcs. 

Pour montrer que, en effet, la connaissance de la ligne de 
poussée et des lignes d'influence relatives aux deux points g et g' 
considérés (lignes symétriques pour un arc symétrique) fournit 
aisément les réactions des appuis produites par un poids P dans 
une position donnée quelconque, observons que les ordonnées de 
la verticale P déterminées sur les deux courbes d'influence four- 
nissent, par définition, les moments de flexion M^, M^' aux 
points g et g'. 

De plus, l'ordonnée de la ligne de poussée donne la poussée 
correspondante q par la formule 



Par suite 





9 


" CD 




M^ 
9 


= 


M^x 


CD 


9 


= 


M^'X 


9P, 



CD 
Mgy Mg' sont des longueurs; en les réduisant dans le rapport — j 

on a donc les deux nouvelles longueurs — ^> — ^ qu'on portera en 

ordonnées à partir des extrémités g et g^ de la fibre moyenne. On 
aura ainsi deux points du polygone des pressions, soit deux points 
appartenant aux réactions des appuis. 

Comme ces réactions r et r' doivent faire équilibre à la force P, 

que, de plus, leur composante horizontale q = P ^ est connue, 

il est aisé de les construire par simple décomposition d'une force 
en deux autres. 

En les construisant pour diverses positions du point P, on au- 
rait les trois courbes de MM. Winckler et Frânckel si l'on jugeait 
utile de les tracer. 

Muls ces lignes ne sont pas nécessaires ; celles que nous avons 
introduites en tiennent lieu, d'une façon qui nous semble plus 
commode pour la discussion des effets d'une charge mobile el 
aussi commode pour celle de charges fixes. 
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§467. 

mLUEIGE DE LA TXMPÉRATUBE. — Les équations ( — Aq) du § 423 
appliquées à un arc encastré (ce qui entraîne Uo= «^o= ^o= o)j 
en y négligeant les termes relalifs à Teffort tranchant et à la com- 
pression de la fibre moyenne, mais en ayant égard à la tempéra- 
ture, peuvent s'écrire, si l'extrémité de gauche A de l'arc est prise 
pour origine des coordonnées, 

Pour le point B, on a 

!£=: p = û = o. 

Si donc / et A sont les coordonnées de ce point, on aura 

M 

—-xds = ES-cA, 



soit 



/ 



S 






/ 
/ 



^ydx^-lS.l'zL 



Si les appuis A et B sont de niveau, on a A = o. Les deux pre- 
mières équations sont indépendantes de la température, et, en 
posant 

ou 

yo> -s'q, y ayant les mêmes significations que précédemment, l'on 
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aura q par Téquation 



^ = 



q^J^y^ 



CHAP. II. 



E8t/ 



—rrr;, -H^o -jTT^. 

J^ydx J^ydx 



On connaît le premier terme qui représente la poussée due à la 
cliarge, abstraction faite de la température. On connaît le dénomi- 
nateur du second terme; ce terme se trouve donc sans difficulté, 
comme au §442. 

Si les appuis ne sont pas de niveau, posons toujours (§ 449,2'') 

M = ^0^0 — qf, 

les Zq étant les ordonnées du polygone funiculaire des charges 
données comptées à partir d'une ligne de fermeture ao^o à déter- 
miner {fig* 5o, p. 109), et les ^ étant, de même, les ordonnées de 
Tare comptées à partir d'une ligne de fermeture ab à déterminer, 
comme au § 449, 2°. 

Déterminons celle a^ bo de façon que Ton ait 



/ 



^dx = Oy 



I 



z'o , EStA 



^xdx = 



^0 



Supposons d'abord F constant. Alors 

/Vo dx = o, 

^0 



z'q xdx = 



La première exprime que les forces z^ dx forment un couple; 
la seconde que le moment de ce couple est donné et égal à 



Soit 



El qtA 



Zi^ étant les ordonnées du polygone funiculaire comptées depuis 
la corde aoPo^ et Ço celles comprises entre aoPo et a^b^. 

On voit que les forces fictives descendantes et connues z,, dx et 
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les forces ascendantes ^q dx doivent former un couple de grandeur 
donnée. 

Fig. 5o. 




Mais les forces ascendantes Ço d^ se composent en deux résul- 
lantes V et V placées aux ^ et | de la longueur de la corde AB. 
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Cela étant, au lieu de considérer des forces en nombre infini, 
divisons la corde en un certain nombre de parties égales Ax et ne 
considérons que les forces z\ Ix ; on aura 

S-s'o =o, 

^ r EI'OX/I 

Portons les forces i', 2', 3', 4' égales aux ordonnées comptées 

depuis la corde a© Po et formées par les verticales des points de 

division, bout à bout, suivant le polygone pq {fig* a^ p. 109). 

Prenons un pôle O et construisons un polygone funiculaire de ces 

forces en arrêtant les côtés extrêmes en ç et v^ sur les verticales 

V et V. Soit d la distance polaire de ce polygone. A partir de v 

portons une longueur 

ErSxA 



q^s^x 'xd 



Le second membre forme bien une longueur, comme il est aisé 
de le voir : car q^ est une force ; E est le rapport d'une force au 
carré d'une longueur; 5 et t sont deux nombres. Donc le numéra- 
teur est de degré i en force et de degré 3 en longueur; le dénomi- 
nateur de degré i en force et de degré 2 en longueur. Ce second 
membre est donc bien une longueur, comme le sont les z^ si l'on 
considère q^ comme une force. 

Joignons ç^'r", et, par le pôle, menons le rayon Oco parallèle à 
cette ligne ; les forces V et V sont représentées par les distances 
du point Cl) à l'origine et à l'extrémité du polygone des forces 
IJig* a)\ car elles forment un couple avec les forces données puis- 
qu'elles ferment le polygone de ces forces et que, de plus, la somme 
des moments de toutes ces forces relativement à un point de Vest 
égale au produit w'^x. d. C'est donc là le moment du couple. 

D'autre part, si l'on conçoit menée la diagonale aoPo d" ^^' 
pèze aotto^o Po? l'aire du triangle a^ 60 Po ^st 

V'xAar = 6opoX -, 
et comme Ar = - , si l'on a divisé la poutre en n parties. 
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De même 

aV 

Ao Oto = > 

n 

ce qui détermine la droite ao^o. 
Si Ton porte à présent la valeur 

dans les équations de condition qui, pour I' constant; deviennent 

fMxdx = El' ùtk, 
fMjrdx = — El'^'zl, 



à cause de 
il vient 



fz'^ dx = o, 
Çof^o ^^ = — El St A, 

sydx = o, 

fy'xdx ^ o, 
q^f^ay dx = qSy'y dx — — E\ Zxh, 

Les deux premières montrent que la ligne de fermeture de l'arc 
ÂB est la même que si Ton n'avait pas égard à la température et la 
flernière donne q, comme dans le premier cas traité (celui où h = o). 

Si r est variable, on divisera Tare en un petit nombre de sec- 
tions dans chacune desquelles cette grandeur puisse être regardée 
comme constante. 

Soit r^ sa valeur dans l'une des sections et 1'= AF^, ses valeurs 
dans les autres, les k étant des nombres. Les équations à considérer 
pourront s'écrire 



J ^ qo 

r^o ^ ry ^ ei'oSt/ 



= o, 



et l'on opérera sur les longueurs -~ au lieu de celles z^^ ainsi qu'il 
a été fait à diverses reprises. 
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§ 468. 



rORKULES ET GOHSTEUGTIOH EH ATAHT É6ARD A LA GOMPBESSIOI DE 
LA riBBE MOTEHHE ET AUX E1T0ET8 TRA1IGHAHT8. — Quel que soit 
l'arc, symétrique ou non, et quelles que soient les forces verticales 
ou non qui le sollicitent, rapportons-les à deux axes rectangulaires 
quelconques. Soient j?oj J'o et ^i,^i les coordonnées des deux 
extrémités A et B de la fibre moyenne et appelons, pour abréger, 



l '= X\ — Xq 



et 



^ -yx—ya 



leurs différences. 

On devra faire dans les formules (A| ) du § 423 



Mo = 1^0 = o, 

iio=o, 



Wi = Pi = o, 
li, = 0. 



Par suite, elles deviennent, en supprimant les accents, suppo- 
sant le rapport g des deux coefficients d^élasticité constant et 
ayant égard à un erratum, indiqué à la fin de la Table des 
matières. 



(a) 









les intégrales étant à effectuer dans toute l'étendue de Tare. 

Soit [JL le moment de flexion connu que détermineraient les 
charges agissantes, dans Tare considéré, si cet arc avait rextrémité 
A fixe sans encastrement, l'extrémité B reposant à la façon d'une 
poutre droite sur un appui normal à la résultante des charges. On 
aura 

(^) M = jx-h A -h Ba7 — ^7, 

A, B, q étant trois constantes. 
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On tire de là (§423) 



ni 



ib') 



„ dW du. „ 



ds 



ds 



où X|,, Y,, 



T.= 



.X.g-HY. 



5F 



^5 



sont connus. 



ds' 



Connaissant ainsi le moment de flexion M, on en déduira 
(§423), par de simples diiTérentiations, reffort tranchant et la 
compression de la fibre moyenne. 

Soient [jL|, (Xj, (JL3 ce que deviennent les premiers membres des 
trois équations (a) si l'on y remplace respectivement les lettres M, 
X, Y, T par celles [x, X^,, Y^, T»., en sorte que (Xi , [jl2, [Xs sont trois 
constantes connues dès qu'on se donne les charges, la structure 
de Tare et sa température. Les équations définissant A, B, q sont 
alors 

-qj \rê--^m-{'-^i)^^\^=-^> 



.(c) < 



§ 469. 

DÉFUninra. — Considérons la fibre moyenne comme une ligne 
matérielle. Âttribuons-lui, en chacun de ses points, une densité 

fictive proportionnelle à l'inverse gj du produit du coefficient d'é- 

III. 8 
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lasticité par le moment d'inertie de la section de Tare passant par 
ce point. Le centre de gravite de la ligne ainsi considérée est ce 
que nous appellerons le centre de gravité de la fibre moyenne. 
Si l'arc est de section constante, c'est le centre de gravité de la 
fibre moyenne considérée comme une ligne homogène. En tout 
cas, il n'y a aucune difficulté à le déterminer : 

I® Analytiquement, par les formules 



f r ds Cx ds j 



'»/f;=/^^' 



El 



qui en donnent les coordonnées Ç, r^. 

Le coefficient d'élasticité E disparaît si la matière est homogène 
et le moment d'inertie disparaît également si la section est coq- 



dx 



stante. Si F= I ^ est constant ainsi que E, la première devient 



ou 



Ifdx =fxdx 



Le centre de gravité est sur la perpendiculaire élevée au milieu 
de la corde de l'arc. 

a** Graphiquement, en divisant l'arc en parties égales A5, si l'on 
introduit I, et en divisant la projection de la corde sur l'axe des x 

en parties égales A^ si l'on introduit 1'= I ^7 et cherchant, dans 
le premier cas, le centre des forces parallèles pj> si E est variable 
d'une section à une autre, |- si E est constant et de forces toutes 
égales entre elles si I lui-même est constant; dans le second celui 
des forces parallèles =rï7 si E est variable, p si Eest constant et de 

forces égales entre elles si I' est constant, appliquées aux points 
de division. 

Si l'arc est de structure symétrique par rapport à la verticale de 
son sommet, le centre de gravité est sur cette ligne et l'on n'aura 
qu'un polygone funiculaire à construire pour avoir le point cher- 
ché. 
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§ 470. 

AFfUGATIOH A UH ABC DE STBUGTUBE STMÉTBiaUE, DE 8EGTI0H GOH- 
STASTE OU HOH. — Supposons un arc de seclion constante ou va- 
riable, soumis à des charges verticales et de structure sj^métrique. 

Les formules {a) sont vraies, quels que soient les axes de coor- 
données. Prenons le centre de gravité de l'arc tel qu'il vient d'être 
défini pour origine des coordonnées et l'axe des x horizontal. On a 

De plus, à cause de la symétrie de l'arc, 

/dx dy 

Donc les équations (c) fournissent immédiatement les incon- 
nues A, B, ^; savoir 



J El 
B= ^ 



9 = 



Dans le cas où les charges sont verticales, [jl représente ]e momen l 
de flexion d'une poutre droite coïncidant avec la corde de Tare et 
posée sur appuis simples. Donc [jl est indépendant de j', par suilc 

dx dy 
(5) {I^=/eÎ^''*-/('^^)^''-^''*^^'^' 



l*a 



'I^'^-lAm-{'-i)^V- 



H6 l"^ SBCTION. — CHAP. II. 

et, si Ton a construit un polygone funiculaire des charges données 
de distance polaire q^^ qu'on appelle z^^ les ordonnées com- 
prises entre ce polygone et sa corde, qu'on suppose £ constant, 
on aura 



A=— go 



/^ 



ds 



fr' 

/^^'-/l[(î)'-Kë)> ■ 



9 = Ço 



/^Vi [(§)■- Ki)> 



dx 



, dx 



Arc dans lequel ''= ^ 37 > ^'^^'dl ^^^^ regardés comme constants. 
— Dans ce cas, à cause de 



et 



f^dx= f'^dx = 
J dx J. dx 



puisque Zq est nul aux limites de Tintégration, on aura 
A = — 5^0 — 2 — ' 



q = qo 
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Si l'on néglige les termes relatifs à l'effort tranchant, 



A = — ^0' 



/ 



(^) 



_, fz^xdx f\Lxdx 
B=-^o- p = j- 



3 ^ S 3 S 

ç — j — ï • 

fy^ dx-^ ^l fy^ dx-h ^l 

Ces formules sont extrêmement simples soit à construire, soit à 
calculer. 

Notons que ce que nous appelons ici jk, c'est la même grandeur 
que celle qui, dans les épures précédentes, est représentée par j^. 

Si Ton veut construire les formules (ff^^)^ on écrira 

A = qo-jZZo, 



1 / 



B=— ^^-2.^0^, 



et il n'y a pas plus de difficulté à construire les seconds membres 
que dans la méthode d'Eddy, quoiqu'on tienne ici compte de la 
compression de la fibre moyenne. Si l'arc est de section variable 
d'une manière quelconque et que l'on néglige les termes de l'ordre 
de l'effort tranchant, on aura 






ds 



B = -gr 



9 = 



r z^x j /* I dz(i J 

rx* . rds ' 
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OÙ les seules intégrales nouvelles, c'est-à-dire qui ne se sont pas 
rencontrées dans la méthode d'Eddy, sont 



et 



/ds r dx 
■s =j^' 



Si S' ne peut pas être regardé comme constant dans tout l'arc, 
on divisera celui-ci en sections dans chacune desquelles celle 
grandeur soit constante. Dans une section où S'= S/, on aura 



/ 



1 ^dx- -i-r^'+» 



4), 



z^^^ et Zq étant les valeurs des Zq aux deux extrémités de la sec- 
tion. D'ailleurs 

^dx ^ v^ I 



/' 



cl il n'y a pas de difficulté à obtenir cette grandeur. 

Si l'on veut employer le calcul, on remplacera ^^o^o par (jl. Pour 
(les charges données, continues ou non, [Ji se déduira des formules 
du § 193 et alors, A, B, q étant déterminées, on a 



M = |x. 



T== 



X-\-Bx 
dM 



qy^ 



N = - 



dM dx 

dy ds 



dU dy 



dy __ ( d\i.\ dx ( d\L\ dy 

dx -ds - \^^ -d^) -di -^ \^^ di) -ds' 



Si enfin on veut construire les formules rigoureuses (^), il 
suffit, dans le cas où I et S' sont constants, de savoir encore con- 
struire 

/è*ss-. /ë(ë)-. /($)■*. /(!)•- 

Or, si a est l'angle que la tangente en un point de la fibre 
moyenne fait avec l'axe des ^ et p l'angle que le côté du polygone 
funiculaire rencontré par la verticale du point G fait avec le même 
axe^ on a 



dx 
Ts 



= cosa, 



dy_ 



ds 



= sma. 



dz^ o 
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Donc les expressions ci-dessus deviennent 
J/cosasin^a dx; 
1 dx= - / --j^dx -H- V/cos^cos2Q(^ = ^/cospcos2ad!2f, 

I [-^1 dx=: I dr = - -H / cosaa dx 



ou encore 

^/ cospsin2a = J/[sin(P -4- 2a) — sin(P — 20L)]dx 
= — [2:sin(p-f.2a)— Ssîn(p — 2a)], 

ï/cosp cos2a= i/[cos(P — 2a) — cos(p -4-2a)]^ 

Ix 

= — [2cos(P4-2a) — 2cos(P — 2a)], 

/ cos2aûLF= Aa?2 cos2a. 

Si par un point O© du plan on mène des parallèles Oo^o> Oo^o 
aux axes et que, par ce même point, on mène des parallèles : 

I® Aux côtés du polygone funiculaire; 

2? Aux côtés d'un polygone inscrit dans l'arc donné et ayant ses 
sommets aux points de division, on formera sensiblement les 
angles a, ^. 

On peut donc construire pour chaque point de division les 
angles aa, p -+- aa, p — 2a. 

Concevons que, par le point Oq, on mène des rayons formant 
ces angles avec Taxe Oâ?o et à une distance Aar du point Oo une 
perpendiculaire à la droite 0©^; les segments que cette perpen- 
diculaire détermine sont les produits 

Aâ;sin2a, Aa7sin(p ±: 2a). 

Il suffira de les porter bout à bout, en ayant égard à leur sens, pour 

avoir 

SA2rsin2a et £Aâ7sin(P±: 2a). 

En menant de même une perpendiculaire à Oo^o à une dis- 
tance Aâ7, on aurait les sommes 

ZÙLXC0920L et 2Aâ?cos(P + 2a). 
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Mais, en général, les formules obtenues en négligeant les 
termes de l'ordre de l'effort tranchant et qui sont presque aussi 
simples que celles obtenues en négligeant la compression de la 
fibre moyenne sont suffisantes. 

Si F et S'étaient variables, on divise. ait l'arc en sections et Ton 
procéderait comme nous l'avons indiqué souvent. 



§471. 

ABG8H0I8TlIÉTBiaU£8; DÉTIHinOIS. — Nous avons défini (§ 469) 
ce que nous entendons par le centre de gravité de la fibre 
moyenne. 

Nous appellerons moment d'inertie composé de la fibre 
moyenne relativement à un axe la quantité 

u étant la distance d'un point de l'élément ds à l'axe considéré. 
Si l'on change d'axes, les du se modifient comme les u. Donc 
les moments d'inertie composés relativement à divers axes se 
modifient comme les moments d'inertie ordinaires, et si l'on porte 
sur les diverses droites Ou issues d'un point O du plan des lon- 
gueurs proportionnelles à -7=? le lieu des extrémités des droites 

obtenues est une ellipse. 

Si l'axe O a fait un angle a avec l'axe Oo: et que l'on pose 

W[S-(-|)è(f)>'. 

'"-/[i-(-î)É$S]'-. 



on aura 



J,4 = J^ cos* a — iJxy cos a siû a -+- J j sin* a. 



Les deux axes de l'ellipse, caractérisés par ce que, si on les 
prend pour axes de coordonnées, on a 1^^^.= o, seront appelés 
les axes principaux d'inertie composée de la fibre moyenne, et 
par chaque point du plan il passe deux pareils axes. 
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Dans ces formules on peut remplacer I et S par F = I -^ , 
S'=S-^> etrfiparrfx. 

Rien n'est plus facile que de construire les quantités J^, J^, Jxj 
relativement à un système d'axes rectangulaires donnés. Ce sont 
des expressions tout à fait pareilles à celles dont nous venons de 
nous occuper. 

Si Ton supprime les termes multipliés par le facteur i H — » 

et les moments d'inertie composés deviennent des moments diner- 
tie ordinaires de la fibre moyenne ayant y pour densité. 

dr 
Si, en outre, 1'= I-^ est constant, 

J- ^' 






Que l'on supprime les termes multipliés par i-\ — ou non, 

quand on connaît les quantités J^., J^, J^^ pour un système d'axes 
Ox, O^, on en déduira : 

i^ La direction des axes principaux qui passent par ce point; 

2** Les moments d'inertie relatifs à ces axes, ou moments 
d'inertie principaux. Il suffît, pour cela, de tracer l'ellipse d'inertie 
relative au point considéré. 

Après avoir détermiaé le centre de gravité de l'arc, on aura 
donc, par la méthode qui précède, les axes principaux relatifs à 
ce centre de gravité et les moments d'inertie composés relatifs à 
ces mêmes axes. 

Prenons pour axes de coordonnées les axes principaux dont il 
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vient d'être parlé. On aura alors 



^xy 



/xds r y^ 

=/[S-(-^j)-Èsêl]* = ' 



Alors les équations (c) du § 468 qui fournissent les'conslantes 
Aj Bj q se réduisent de façon à donner directement les valeurs des 
inconnues, à savoir 



A = 






J El 



B = 



— 1^3 



di' 



C— 

J ES 



!^« 



J.r-+- 



-dû' 



rds_ 

J Eb 



formules qu'on pourra construire ou calculer comme celles rela- 
tives à l'arc symétrique, avec celte seule différence que [x n'est 
plus ici indépendant de^, même si les charges sont verticales. 

La formule (7) du § 193 donne, pour des charges isolées quel- 
conques (et, par suite, pour des charges continues) en remplaçant 
les sommes par des f^ comme il est expliqué au paragraphe cité, 



^ip»'-?2;p(^'-'')' 



en désignant par a' la distance à l'appui de gauche d'une charge P; 
par x' la distance à la verticale de cet appui, du point G de l'arc 
par rapport auquel on cherche le moment de flexion, et par /Ma 
projection horizontale de la corde de l'arc. 

Soit \ la distance à l'appui de gauche du centre de gravité de 
Tare ou deTorigine des coordonnées actuelles et {TinclinaisoD de 
Taxe des^ sur la verticale descendante. On aura 

a' = X + p sin t — a cos ï, 

x' =\ -Jry sin i — x cos t, 

r z=i h sin i — / cos i, 

a, |3 étant les coordonnées par rapport aux axes employés ou axes 
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des moments composés principaux, du point d'application de la 

force P agissant sur l'arc donné, et h =jKi — ^o> '= ^i — x^ les 

différences des coordonnées des appuis A et B de Tare. 

Par suite, 

d^ du. . 

rfjx d\k . , 

5^= SP""*' 



OU 



è=--(|--4-') 



la première somme se rapportant aux forces comprises entre le 
point G et l'appui de droite, la seconde à tout l'arc; a' et t ayant 
les valeurs ci-dessus spécifiées. 



"a4 
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CHAPITRE III. 

ARC ENCASTRÉ A UN BOUT ET POSÉ SUR ROTULE 
EN UN DE SES POINTS. 

§472. 

Théorème fondamental. — Si un arc de section et d'élasticité 
constantes ou variables, soumis à des charges quelconques 
{verticales ou non) encastré à une de ses extrémités, est posé 
par un autre point sur un tourillon fixe et qu^aux divers élé- 
ments ds de la fibre moyenne comprise entre le tourillon et le 
point d* encastrement, on applique des forces fictives paral- 
lèles -gp» l^ centre de ces forces parallèles coïncide avec le 
tourillonfixe (*). 

Soient {fig- 5i, p. 4i5) AqAB la fibre moyenne de Tare, B 
rexlr^imilé encastrée et A le tourillon fixe qui coïncidera en gé- 
néral avec la seconde extrémité Aq de la fibre moyenne, mais qui 
peut être un point quelconque de cette courbe. 

Prenons la droite AB pour axe des x et la perpendiculaire Av 
pour axe des y] en posant AB = /, les formules (A') du §423 
appliquées au point B pour lequel la rotation û est nulle, 
donnent 

W = -f- / -=r- dSs 

J El ' 
El comme, en ce point, u = v = o, on aura les deux équations de 



(') Ce théorème suppose qu'on néglige reiïort tranchant et la compression de 
U ùbiù moyenne devant la flexion. 
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condition 

/•Ma? . 

Fig. i5. 



ia5 



O) 




où les intégrales soDt à prendre de A à B. Ces équations sont l'ex- 
pression analytique du théorème énoncé, puisqu'elles expriment 

que la somme des moments des forces parallèles -prp par rapport 

au poinl A est nulle, que ces forces soient parallèles à Kx ou 
à A/. 

Remarques, — Ainsi que nous Tavons dit, la proposition ne 
suppose pas que A soit l'extrémité de l'arc. Si celui-ci se pro- 
longe au delà de AB, ou n'en devra pas moins ne considérer que 

des forces fictives -pj- appliquées entre les points A et B. 

Dans les applications graphiques qui vont suivre, nous suppo- 
serons toutefois que A et B sont les deux extrémités de l'arc. 

Si l'arc est d'élasticité constante, de section constante ou va- 
riable, le théorème s'applique aux forces —r- et son expression 
analytique devient 

{J -j.ds=o. 



Si, en outre, il est de section constante, le théorème s'applique 
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aux forces M ds et son expression est 

fMxds = o, 
/ M^ ds = o. 



(>•) 



§473. 

MÉTHODE D'EDDT. — Soit (Jig- 52, p. 127) ACB l'arc soumis à 
des charges verticales quelconques. 

Désignons par M le moment de flexion qu'elles déterminent en 
un point de l'arc et par M' le moment de flexion qu'elles détermi- 
neraient dans une poutre droite horizontale AB' simplement ap- 
puyée en A et encastrée en B'. Si G est un point de la fibre 
moyenne, sa projection G sur AB' sera appelée le point corres- 
pondant de G. Si I est le moment d'inertie de la section de Tare 
en G, nous attribuerons à la section G' de la poutre fictive un mo- 
ment d'inertie 

I' =.!§:. 

ds 

Que F soit constant ou variable, le moment de flexion M' s'ob- 
tient aisément par la méthode indiquée au Chapitre Ifl de la 
deuxième Partie. 

On trace un polygone funiculaire quelconque aolo^o^o^oOo^o 
des charges données. 

Désignons par ao Po sa corde et par Zq les ordonnées verticales 
comprises entre le polygone et cette corde; on déterminera par la 
méthode indiquée une droite de fermeture aoôo) telle que la résul- 
tante de forces descendantes -j? dx et de forces ascendantes ~ dx, 

en appelant Çq les ordonnées comprises entre la corde olq^q et la 
droite cherchée, passe par le point a©. 
On aura donc 

J^2:=^a:dx = o 

ou, en appelant z'q les ordonnées comprises entre la droite de fer- 
meture «opo et le polygone, 



(^) 



f^fd.=f^^^ds = o. 
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D'ailleurs, si q^ est la distance polaire du polygone ao^o» 

(3) M'=:^o^i, 

d'oii 

(3') • 




La droite ao 60 est ainsi connue. 

Supposons, à présent, que la même poutre AB' supporte, non 
plus les charges données ayant «qIq . . . p,, pour un de leurs poly- 
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gones funiculaires, mais des charges fictives admettant Tare 
donné ACB pour une de leurs courbes funiculaires. 

Nous pourrons trouver de même le moment de flexion M' qui 
en résulte. Il sudGra de déterminer la ligne de fermeture A 6, de 
façon que, si l'on appelle y les ordonnées comprises entre celle 
ligne et l'arc, on ait 

(4) J^dx = o 

ou 



<« f^-^ 



ds ■■ 



I 

I Mais on a 



Ceci posé, nous savons (§ 449, 2") que, quelle que soit la droite 
A 6, on peut toujours écrire 

(5) M = M'-qy, 

q étant la poussée inconnue de l'arc. 

Les équations fondamentales à satisfaire donnent 

J -rds-qJZ^ds=o, 
Donc, la première se réduit à 



fr 



^d.=„. 



Ainsi, pour que la première équation de condition soit satisfaile, 
il faut et il suffit que la droite A6 à partir de laquelle on comple 
les y [droite choisie de façon que l'équation (5) représente le 
moment de flexion M] soit celle qui vient d'être tracée, et alors 
la seconde équation fournit pour la poussée l'expression 

Jlfds 
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OU 



(6') q = q. 



et, approximativemenl, 

si Ton divise Tare en parties égales à,$ et que les sommes S s'ap- 
pliquent aux points de division. 
Cette équation se réduit à 

si l'arc est de section constante. 
On peut encore écrire 

ou, approximativement, 

(7) ^ = 5^0 



T?:r 



2fr 

si Ton divise la corde en parties égales Lx^ qu'on mène les verti- 
cales et que les sommes S s'appliquent aux nouveaux points de 
division obtenus ainsi sur l'arc. 

Cette dernière équation se réduit, si V est constant, à 

En résumé, on voit que, comme au Chapitre précédent (§ 450), 
si c'est l'arc qu'on a divisé en parties égales, on devra construire 
deux polygones funiculaires C|î et Cy de même distance polaire, 
l'un des forces -p > l'autre des forces y- • 

Si c'est la corde qu'on a divisée en parties égales, ce sont les 
polygones analogues des forces -jf et ^ que l'on construira. 

in. 



i3o i"» 
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Et alors 


C'y 


Si Ton a pris 
on aura directement 


r 




? = C'Y. 



La marche à suivre est donc en tout pareille à celle indiquée en 
détail aux deux Chapitres précédents, et il n^est pas nécessaire de 
la développer à nouveau. 

§ 474. 

HOUflSLLE EZPBE88I0H DE U FOUSStE. — L'expression de la poussée 
est, d'après ce qui précède, 



y = 



f^" 



On démontrerait, comme au § 454, que si {x désigne le moment 
de flexion que produirait la charge donnée, si elle s'exerçait sur une 
poutre AB' simplement appuyée en ses extrémités, moment de 
flexion facile à déterminer (§ 193), on a identiquement 

OÙ {fig' 52, p. 127) le dénominateur 

en désignant par c^la distance polaire du polygone funiculaire C^. 
En général, nous prenons <;ette distance égale à la flèche CD de 
Tare ou à un multiple de cette flèche, suivant le surbaissement de 
l'arc. 



d^où 
(8) 



^ = 
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§475. 

POUSSÉE PRODUITE PâB UI POIDS MOBILE. UOIE DE POUSSÉE. — Sup- 
posons un poids unique P placé dans une position d'abscisse a; 
la poussée q qu'il produit dans Tare est proportionnelle à P. Nous 
pouvons donc poser 

î' = P XX, 

où y^ est nécessairement un simple nombre indépendant de toute 
unité. 

Nous pouvons représenter ce nombre par le rapport de deux 
lignes. Posons 

(9) X = ^> 

d étant la distance polaire dont il est parlé au paragraphe précé- 
dent et Ç une longueur variable avec la position du poids, c'est- 
à-dire une fonction de l'abscisse a de ce poids. 

Si l'on porte X^ en ordonnée sur la verticale de P, la courbe ob- 
tenue est ce que nous appellerons, comme précédemment, 
la ligne de poussée. 

Théorème. — Si, aux divers éléments ds de Varc AB (Jig, 52, 
p. 127), on applique les forces verticales connues 

y ds y dx 
■T~ = "T^' 

la ligne de poussée est une courbe funiculaire de ces forces^ 
tangente en 'R à la corde AB. 

Approximativement^ c^est le polygone funiculaire des forces 
en nombre fini 

T 

appliquées aux points de division de Varc et satisfaisant aux 
conditions suivantes qui le déterminent : 

i** De passer par le point B; 

2** D^ avoir BA pour son premier côté; 

3® D^ avoir Q!^ pour distance polaire. 
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En effet, on a, en général (§ 474), 

q = '—T, — ; — • 
Or, si la charge se réduit au poids P d'abscisse a, 



1° Pour a<a7. .. fji = P 



; — a 



H" Pour a > a: [jl = P -Al^x) 



Donc 



/¥-/'^--[^^rf^-u'<'-.),.] 



ou 



Mais on a (§ 473) 
ce qui fait disparaître le dernier terme et donne, de plus, 

r' y' 

J (ï — i^)y<& 



Par suite 



y = P 



^3' 



d'où 

(«) 



; = 






Le premier facteur est une constante, c'est-à-dire une grandeur 
indépendante de a ou de la position du poids. Le second est, au 



ARC ENCASTRÉ A UN BOUT ET POSÉ SUR ROTULE. l33 

y' 

signe près, la somme des moments des forces verticales ^ds 

comprises entre le point d^ encastrement B et la verticale P. 

Cela étant, concevons que Ton construise une courbe funicu- 
laire de toutes les forces ^— -^ passant par le point B et tangente 

à BA en ce point ^ l'ordonnée XJ comprise entre cette courbe et sa 
tangente BA est proportionnelle à la somme des moments dont il 
s^agit. 

Et Ton a, si d^ est la distance polaire de cette courbe, 

Donc 

^ _ d X d' ^, 



/¥-•■ 



Si donc on choisit d! de façon que 

dd' 



/f-"' 



= I. 



on aura 

Remplaçons l'expression (a) ci-dessus de t^ py sa valeur ap- 
prochée 



K = dx 



i:(a-:r):^ 



et traçons le polygone funiculaire de distance polaire C'P des 

yf 

forces en nombre fini — passant par le point B et ayant BA pour 

premier côté. Soit t^' l'ordonnée comprise entre le polygone et ce 
premier côté et d^ sa distance polaire, on aura 

D'ailleurs on a trouvé au paragraphe précédent 
2^ =dxC?, 
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d'où 

Remarque. — Toute courbe funiculaire des forces ^^ pas- 
sant par le point B et tangente en ce point à BA passe aussi par le 
point A, car en ce point (a = o) ^ est tel que 

d'où 

C'=o. 

De même, le polygone funiculaire par lequel on remplace ap- 
proximativement cette courbe passant par le point B ayant son 
premier côté dirigé suivant BA passe par le point A, puisqu'on a 
déterminé approximativement la ligne de fermeture de l'arc par la 
condition 

Or, en A, l'ordonnée de ce polygone est proportionnelle au 
premier membre de cette équation. 

On devait s'attendre, en effet, à ce que la ligne de poussée 
passât par les appuis A et B et fût tangente à la corde AB au point 
d'encastrement., 

§ 476. 

UttHES D'INFLUiaiGE. — Supposons un poids P = i dans une posi- 
tion d'abscisse a et soient respectivement 

M, M' 

les moments de flexion qu'il détermine aux points d'abscisse x de 
l'arc et de la poutre correspondante. 
La poussée q qu'il détermine est 

(lo) ^=5' 

où rf= C'P est une longueur connue indépendante de la position 
du poids. 
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La formule 

M = M'- qy 
devient 

(II) M = M'-^'î. 

La ligne dont les abscisses sont a et les ordonnées égales ou 
proportionnelles à M est la ligne d'influence relative à la section 
d'abscisse ^ de l'arc, et celle dont les abscisses sont, de même, aet 
les ordonnées égales ou proportionnelles à M' représente la ligne 
d'influence relâltive à la même section de la poutre droite AB' cor- 
respondant à l'arc. 

Pour^= o, on a 

(lo) M = M'. 

Ainsi, au point d'^ intersection de Varc et de sa ligne de fer- 
meture, la courbe d'influence de l'arc coïncide avec celle de la 
poutre droite correspondante; cette dernière, nous savons la 
tracer (§ 327). 

Pour ramener de même le tracé de toutes les autres lignes d'in- 
fluence de l'arc à celles de la poutre, nous écrirons l'équation (i i) 
ci-dessus sous la forme 

Mx|=M'|,-Ç, 

de sorte que, si nous traçons des courbes dont les ordonnées soient 
celles des lignes d'influence de la poutre droite, amplifiées pour 

chaque section dans le rapport constant pour cette section — 

et que nous appelions t\ les portions d'ordonnées comprises entre 
ces lignes et la ligne de poussée, nous aurons 

M = T, X -7 > 

y 

de sorte que les moments de flexion cherchés, que l'unité de 
poids parcourant l'arc détermine dans une section donnée, sont 
proportionnels aux longueurs t^. On pourra, d'ailleurs, comme 
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au § 4o9, étudier Tinfluence d'un poids unique ou d'un convoi 
quelconque sur chaque section donnée de l*arc par le seul tracé 
des lignes d'influence de la poutre correspondant à l'arc. 

§477. 

UGHES D'INFLUEirGE DES EFFORTS TAANGHAHTS. — De l'expression 
de M on tire 

m __dWdx_ i^^ 
ds ~~ dx ds d ds 

OÙ le premier membre représente l'ordonnée de l'effort tranchant 
produit par Tunité de poids dans la section d'abscisse x. 

Poqr ~ = G, c'est-à-dire au point de l'arc où la tangente est 

parallèle à la ligne de fermeture 

m _ rfivr dx 

ds ~ dx ds 

La ligne d'influence relative à ce point de l'arc a ses ordonnées 
égales à celles de la ligne d'influence relative au point correspon- 
dant de la poutre, multipliées par le cosinus constant de l'angle 
que la tangente à la section considérée fait avec l'axe des x. 

On tracera d'abord cette ligne d'influence (§ 328). 

Pour —-: ^o, on écrira 



d dM d dM' 


y 


dy ds " dy dx 


's» 


ds dx 





et, si l'on multiplie les ordonnées des lignes d'influence par le 

facteur, constant pour chaque section --y-n les portions, que nous 

dx 
appellerons tj', d'ordonnées comprises entre les lignes obtenues et 
la ligne de poussée donnent le premier membre, de sorte que 

ds ~~ d ds 
d'où l'on déduit les mêmes conséquences qu'au Chapitre précé- 
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(lent pour rétude des efforts tranchants maxima produits par un 
mobile unique ou un convoi. 

§ 478. 

IIFLO£IIGE DE LA TEMPÉRATtlBE. — Si Ton reprend les raisonne- 
ments du § 472, à l'aide des formules (A') du § 423, dans les- 
quelles on conserve les termes relatifs à la température, les équa- 
tions fondamentales deviennent 



I 



M.r , 



On déterminera les lignes de fermeture du polygone funiculaire 
et de l'arc, comme si l'on faisait abstraction de la température, de 
sorte qu'on aura 

M = M'- qy' =q^s,\ — qy' 



avec les conditions 



et 



I 



ds = o 
-^-z— ds = o. 



La seconde des équations fondamentales se trouve ainsi satis- 
faite, et la première donne 

^0 r~p ds--q f^ds -H E 8t/ = o, 
d'où 

dont le premier terme est celui précédemment construit et le 
second fournit la poussée produite par la température. 

Le dénominateur de ce second terme étant connu par les con- 
structions antérieures, la valeur de ce terme se trouve sans diffi- 
culté comme pour les arcs étudiés aux Chapitres précédents. 
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§ 479. 

FORMULES 6É1IÉBALES EH ATAHT tfiABD A LA TEMPÉRATUBE, A LA COI- 
PBE8SI0H DE LA FIBBE MOTEHHE ET A L'EFFORT TRAVCHAHT. — Soient 
{fis* 53) A le point d'appui simple et B le point d'encas- 
trement. 

Fig. 53. 

y 




Quelles que soient les charges, verticales ou non, rapportons les 
divers points de l'arc à deux axes rectangulaires quelconques. 

Désignons par / et A les différences x^ — J?07 y\ — J'o des coor- 
données des points B et A. 

Appliquons les formules générales (A|) du § 423 à la recherche 
des composantes 2^ et (^ et de la rotation û de la section B. 

On devra faire 

oc = X^ -+- t) 

D'ailleurs, ;/, Çy Q, ainsi que ^o? ^o? ^^^^ nuls. 
De l'équation qui donne û on déduit 



^=/i... 



cette intégration, comme celles qui vont suivre, étant à faire dans 
toute l'étendue de l'arc. 

En portant cette valeur de ûo dans les deux autres équations, 
supposant les coefficients d'élasticité constants et ayant égard 
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à un erratum indiqué à la suite de la Table des matières, elles 
deviennent 



(la) 






Ceci posé, soient R et ^ les composantes, parallèles aux axes 
des^ et des a:, de la réaction de l'appui non encastré. 
Désignons respectivement par • 

la somme des projections sur Taxe des x, la somme des projections 
sur l'axe des ^, la somme des moments, relativement au point 
quelconque Cj{x, y) de la fibre moyenne, des charges données 
(abstraction faite de la réaction de l'appui) qui agissent à gauche 
de ce point. Soit de même T„ ce que deviendrait T si cette réac- 
tion n'existait pas, c'est-à-dire si l'on avait R = ^r =:z o, en sorte 
que X^, Y^, m, T„ sont quatre fonctions connues des coordonnées 
X ely du point G. 

Ces quatre fonctions, on peut les calculer séparément ou se 
borner à calculer m, d'où l'on tirera 

Si les charges sont verticales, ainsi que l'axe des j^, et que l'on 
désigne parP l'une d'elles, par a son abscisse, on aura 

(.4) x,=o. Y,=_2;p, T.=-g2''' »t=2p<»-^)' 

g g 8 

\ désigns^nt des sommes s'étendant à toutes les charges placées 
e 
à gauche du point G, de sorte que, s'il n'y a qu'une charge, pour 
les points G situés à gauche de cette charge, 

X(, = Y t, = Tj^ = /yi = o î 

pour les points G situés à sa droite, 

(14 ÔM) X^=o, Y^=-P, T^ = -P^' /n = P(a-ar). 
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D'autre part, on a, quelles que soient les charges, 






M = m -^ R(:r — Xq) — q{y — J'o)- 



Si donc on désigne par les lettres H|, H2 les valeurs connues 
que prennent les premiers membres des équations (12), lorsqu'on 
y remplace les lettres X, Y, T, M respectivement par X„, Y„, Ti-, 
m, ou aura 

,, , -'[/■^^•''-/?-(-^)/Kf)'-]- 
'" «-■'l/'-^^''-/l'-(-J).A(è)"H 

équations qui fournissent les inconnues R et q. 



§ 480. 

GA8 D'UK A£G STMÉTEIdUE. — Considérons d'abord {Jig> 54<^ 
p. i4i) le cas usuel d'un arc symétrique par rapport à la verticale 
de son sommet et soumis à des charges verticales quelconques. 

Déterminons ce qu'au § 469 nous avons appelé le centre de gra- 
vité G de la fibre moyenne et prenons ce point pour origine des 
coordonnées, Taxe des y étant vertical ascendant. 

On aura 

Cxih ryds 

/ — =0, yv-°' 

D'ailleurs, à cause de la symétrie, 

rdx dy 
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14> 



Enfin 



e 
Si l'oD admet les formules approchées consistant à négliger 

Fig. 54. 

* 




l'effort tranchant, on aufa 

H;=E8x/+yîîfc2v!rf,, 



(16') 



formules faciles à construire ou à calculer suivant les remarques 
faites à la Hn du Chapitre précédent. 

§481. 

CAS 6ÉHËBAL. — Dans le cas d'un arc dissymétrique, il est plus 
avantageux de prendre l'appui simple A pour origine des coor- 
données (^fig* 55). 

On prendra pour axes les axes principaux d'inertie composés 
(§ 471) de la fibre moyenne relatifs au point A si Ton conserve 
tous les termes, et les axes principaux d'inertie ordinaires si l'on 
néglige les termes de l'ordre de l'effort tranchant. 

Dans les formules générales (i5) du § 479 on devra faire 
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a:^j=^o= o, et, de plus, 

par suite, les équations (i5) donnent directement R et ^, à savoir 

/¥--(-i)/{î)'f-/r 

(■'^/ï*-(-MS)'f^î' 

Pour calculer m, dans le cas des charges verticales, soient x 
et y les coordonnées d^un point quelconque G de la fibre moyenne 

Fig. 55. 



(i6) 



9 = 




et x' Tabscisse de ce point comptée suivant l'horizontale du point 
A ; m sera une fonction connue de x', à savoir, celle obtenue en 
remplaçant, dans la dernière (i4)î les abscisses x et a par celles 
a/ et a' comptées suivant l'axe horizontal Ax^. 

Or, si i est l'inclinaison de l'axe Ox^ on aura, comme 



d'où 



X z=z X CCS i — y sin t, 



dm dm 



dm, dm. . 



dm dm f dx . dv , \ 



Par suite (479), 



'^^^ . / . ' \ / ds dm j . rc/lf rfm 



H,= E8tA 



ARC ENCASTRÉ A UN BOUT ET POSE SUR ROTULE. r43 

OÙ l'on remplacera m par sa valeur 



m=2P(«'-^'), 



éltn. 

puis --r- et x! par les valeurs qui viennent d'être indiquées. 

Ces formules deviennent très simples si l'on néglige les termes 

ayant i H — pour coefficient, c'est-à-dire ceux de l'ordre de 

l'effort tranchant. 

Leur construction donne lieu aux mêmes remarques que celle 
des formules analogues du Chapitre précédent. 
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CHAPITRE IV. 

ARCS AVEC CHARNIÈRES. 

§482. 

DI7I8I0H DU PROBLÈME. — Lorsqu^un arc comporte au moins 
trois charnières (y compris les rotules ou tourillons fixes, s'il v en 
a), quelles que soient les charges qui le sollicitent, le tracé du 
polygone des pressions est un problème de pure Statique dont nous 
avons indiqué la solution dans la première Partie de cet Ouvrage; 
par suite, la détermination des moments de flexion et efforts 
tranchants dérive aussi des seuls principes de la Statique. 

Nous n'avons donc ici à envisager que les cas où il existe en 
tout (y compris les tourillons fixes) soit une,. soit deux charnières. 
Cela comprend donc : 

A. L'arc encastré à ses deux extrémités, portant une charnière: 

B. L'arc encastré à ses deux extrémités, portant deux charnières; 

C. L'arc encastré à l'une de ses extrémités, appuyé sur ro- 
tule à l'autre et muni d'une charnière. 



A. - ARC ENCASTRÉ A SES DEUX EXTRÉMITÉS, 
PORTANT UNE CHARNIÈRE. 

§ 483. 

Théorème fondamental. — Si, aux dwers éléments de la 
fibre moyenne d^un arc de section et d'élasticité constantes ou 
variables, soumis à des charges quelconques {verticales ou 
non) y encastré à ses deux extrémités et portant une charnière j 

on applique des forces parallèles -^j- > le centre de ces forces 

parallèles coïncide avec la charnière ( * ). 

(*) Ce théorème suppose qu'on néglige la compression de la fibre moyenne et 
l'eiTort tranchant. 
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Soit {fig^ 56) AJB Tare encastré en ses deux extrémités A et 
B et portant une charnière en J. 

Rapportons-le à deux axes rectangulaires quelconques. 

Désignons par Xf^^ yol ^u y\ les coordonnées des points A 

et B, par Ç et tj celles du point J. 

Soit <T l'arc AJ. 

Fîg. 56. 




Si Ton regarde ce point comme appartenant à l'arc AJ, les com- 
posantes e^ et (^ de son déplacement données par les équations (A) 
du § 423, où l'on fera Wo = t^o = ûo = o, >' = r,, 5 = o-, sont 



(0 






Si l'on considère l'arc JB et qu'on applique les mêmes équations 
(A) au point B (en sorte que les premiers membres de ces équa- 
tions sont nuls), en remplaçant dans les seconds les lettres Wo? ^o\ 
^01 ynt respectivement par celles m, (^, ; $,7; et, pour la symétrie, 
la lettre Ûq par celle û, on aura 

r^ M 



en désignant par s la longueur totale de l'arc. 
III. 
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A cause de la première, les deux dernières deviennent 

En [ajoutant les équations (i) et (i') et celles (2) et (a'), il 
vient 



soil 



(3) 



r'M, r'M . 



qui expriment bien que le point J, dont les coordonnées sont l 
et 7), est le centre des forces parallèles -gj— 

Remarques, — Si l'on prend la charnière J pour orig^ine des 
coordonnées, Ç = t) = o et les équations (3) deviennent 

Uds 



p 



-37= O, 



, ., El 

Si le coefficient d'élasticité E est constant, il disparait des 

équations (3) et (3') et le théorème s'applique aux forces —.—] 

si, de plus, la section de l'arc est constante, I disparaît également 
et le théorème s'applique aux forces M. ds\ si enfin l'on suppose 

dx 
que r= I -^ puisse être regardé comme sensiblement constant^ 

les équations deviennent 

ijyidx^fUxdx, 



(3') 

( r^fMdx=fMydx 

et le théorème s'applique aux forces Mdx. 
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§ 484. 



EMPLOI DU THÉOBàME TOIDAMEITAL. — Le théorème précédent, 
développé soit analytiquement, soit graphiquement, fournit le 
moment de flexion aux divers points d'un arc comme celui que 
nous venons de considérer. 

En effet, le polygone des pressions est (§ 473) assujetti à passer 
par la charnière. 

Donc, deux autres conditions suffisent à le déterminer et ces 
deux conditions sont fournies par les deux équations qui expri- 
ment analytiquement le théorème fondamental. 

§485. 

APPUGATIOH DE LA HEtHODE D'SDDT. — Soient ÂJCB {fig. A, 
PL XXXV)\!2x^ considéré, et J sa charnière. Nous le supposons 
soumis à des forces verticales quelconques. 

Considérons la poutre droite correspondante AJ'B, c'est-à-dire 

une poutre ayant un moment d'inertie r=I-7- encastrée à ses 

deux extrémités A et B et présentant une charnière au point J' 
correspondant à J, de sorte que le moment de flexion en ce point J' 
est nul, quelles que soient les charges agissant sur la poutre. 

Supposons-la d'abord soumise aux charges qui agissent sur 
l'arc. 

Traçons (^fig^ A©) un polygone funiculaire quelconque 

de ces charges. 

Soient q^ la distance polaire arbitrairement choisie de ce poly- 
gone et Jo le point où il est coupé par la verticale de la charnière. 

Si «0^0 est la ligne de fermeture du polygone et si l'on désigne 
par Zq les verticales comptées depuis cette ligne, le moment de 
flexion M' en un point quelconque de la poutre a pour expression 

(4) M'=yo^'o. 

D'ailleurs, comme le moment de flexion est nul au point J', la 
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ligne cherchée passe nécessairement par le point Jq et sa direc- 
tion est seule inconnue. 

Pour la déterminer, nous observons que le théorème fonda- 
mental (§ 472) applicable à un arc quelconque s^applique aussi à 
une poutre droite. 

Des forces fictives 

r " I 

appliquées à la poutre doivent donc avoir leur centre au point 
d^articulation J'. 

Mais, comme ici les points d'application des forces sont en ligne 
droite, une seule condition suffit pour cela; analytiquemenl, elle 
est soit 

(5) îjM_^=yMf^.. 

où les intégrations s'étendent à toute la poutre, soit 

(5') çy-_=y__., 

où elles s'étendent à toute la longueur de l'arc, et c'est celle 
équation qui permet de déterminer graphiquement la direction 
de la ligne de fermeture ; les forces 



ou celles proportionnelles 



-jrdx 






supposées verticales, doivent avoir pour résultante la verticale du 
point Jq. 

Supposons d'abord F constant. Alors les forces fictives verti- 
cales 



z'o dx 



doivent avoir leur résultante passant par ce point. 

En d'autres termes, si l'on considère une force descendante S, 
égale ou proportionnelle à l'aire comprise entre le polygone funi- 
culaire et sa corde olq ^q, appliquée en son centre de gravité, et une 
force ascendante égale au trapèze ^o 60^0^07 appliquée également 
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en son centre de gravité, la résultante de ces deux forces doit 
passer par le point Jq, 

Par ce point, menons une droite a^ ^'^ parallèle à la corde ao^o. 
La force ascendante peut être remplacée par trois autres, à sa- 
voir : 

1® Une force Sj égale ou proportionnelle à Taire du parallélo- 
gramme ao^o^'o^'o) appliquée suivant la verticale de son centre de 
gravité, soit suivant la verticale du milieu de la corde. Cette force, 
comme celle descendante S|, est connue; 

2° Deux forces respectivement égales ou proportionnelles aux 
aires des deux triangles Jo^o^o ^^ Jo<?o^'o' appliquées suivant les 
verticales de leurs centres de gravité, c'est-à-dire suivant les ver- 
ticales Çi et V2 placées Tune au tiers dé la longueur a^ Jq à partir 
de a'j^, l'autre au tiers de la longueur P'^Jq à partir de P'^,, en sorte 
que les lignes d'action de ces deux forces sont connues, mais non 
leurs grandeurs. L'une d'elles est descendante, l'autre ascendante. 
Si la figure est exacte, c'est la force ^2 qui est descendante et la 
force ^»| ascendante. 

Ainsi, pour celle de ces deux forces qu'on trouvera descen- 
dante, on devra porter l'ordonnée p'0^0 ^^ haut en bas, et, pour 
celle que l'on trouvera ascendante, on devra la porter de bas en 
haut à partir de la droite connue cl^ ^'q. 

Si l'on ne connaît pas les deux forces (^1 et ç^ proportionnelles 
à ces triangles, on connaît du moins leur rapport ; car les deux 
triangles étant semblables, leurs aires sont entre elles comme les 
carrés de leurs dimensions homologues; soit, en appelant (^i et ^2 
les grandeurs des forces dirigées suivant les verticales des deux 
points que désignent ces lettres 



^1 «oJm 



^« I S'" 



Menons (Jig. A) une droite J'p' de direction arbitraire. 

Prenons J'A| = J'A. Décrivons les arcs de cercle AjA',, BB' 
jusqu'à leurs rencontres avec la droite J'/>' et conduisons les dia- 
gonales A| B' et A', B. Puis, prenant sur la droite J'y?' une longueur 
arbitraire J'y?, menons y^y^i parallèle à la diagonale A, B elpip' 






u 



¥: 



, 5 \ 
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parallèle à celle Â| B^ On aura 



jy _ £Ai ^ ïk 



Jo*o 



J'/> 



Donc 



J'B J'B JoP'o 






J'/>' 



La résultante des forces v^ et Cj parallèles et de sens contraires 
passe en un point V placé en dehors des verticales v^ et v^ et tel 
que 



d'où 


Vi'i "" i', "" yp' 




vp, _ yp 


Faisons 


i'ii^î yp-^yp' 




py=^yp, 


en sorte que 






V(., _ J> 




vi vt yp' 



Prenons sur la ligne J'B une longueur J'gr"= ç^, i^^; joignons 
p^q^^ et menons pq parallèle à cette ligne; on aura 

\i^,= yq. 

Nous connaissons donc ainsi la ligne d'action V de la résultante 
des forces t^i et t^a; appelons V cette résultante inconnue. 

D'après ce qui précède, la résultante des trois forces S<, Sj, V 
doit passer par le point Jo ou, ce qui revient au même, les deux 
forces connues S< et S2 peuvent être équilibrées par deux forces 
dont les ligues d'action sont les verticales V et Jo, et de là résulte 
qu'on peut trouver les grandeurs de ces deux forces. 

Soit A| la hauteur d'un triangle de base / = AB équivalent à 
l'aire comprise entre le polygone funiculaire et sa corde et posons 
Aj=: 2aoa'^, en sorte que /*2 est aussi la hauteur d'un triangle de 
base / équivalent au rectangle aoaj, pQ P'^,. 

Les longueurs A< et Aa représentent les forces S^ et Sa que nous 
désignons par 1' et 2' ; soient 3' et 4' les forces inconnues V et Jo- 

Portons bout à houi(Jig. a) les forces hi=i' et Aa= 2aoaJj=2'î 
la première descendante à partir du point a, la seconde ascen- 
dante aboutissant en 6. 
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Prenons un pôle quelconque O et menons les rayons polaires 
Oa, 0(i'2) et 06, Oc. Puis (^fig* Aj) d'un point quelconque il 
pris sur la verticale de J, menons 4'!' parallèle à Oa, l'2' parallèle 
au rayon i'2' ou Oc et 2'3' parallèle au rayon 06. Joignons 3' 4' et 
menons le rayon Ow parallèle à cette ligne. On aura 

(1)6 = V. 

Nous avons ainsi la résultante des forces s^^ et ç^ proportionnelles 
aux triangles Jg h^ ^^ et Jo a^ a^ . 

Pour avoir ces deux forces, prolongeons les deux côtés du poly- 
gone funiculaire aboutissant en 3' jusqu'aux verticales (^a et (^i en 
2" et 4". Joignons les points 2^' et 4" et menons le rayon polaire 
Oe parallèle à cette ligne. 

On aura 

%h = v\ et eo) = v^* 

On voit de plus que la force ^^ est descendante. Toutes les 
aires étant rapportées à la base -> l'aire du triangle Jo^o^o est, 
par suite, représentée par le produit 

, / 
e6 X -• 

2 

Prenons pj,p^=: efe, cette longueur étant portée de haut en bas 
en vertu d'une remarque faite plus haut, puisque v^ est une force' 
descendante . 

Le triangle a^^'oPo ^^^ donc équivalent à celui Jo Po^o* Donc si 
l'on joint les deux points Jo et ^^ et que, par le point a'^,, on mène 
une parallèle à cette ligne, cette parallèle coupera la verticale du 
point B au point 609 et en joignant le point 60 ^^ point Jo, on aura 
la ligne de fermeture aoJo^o* 

Supposons à présent qu'au lieu des charges données, admettant 
le polygone aolo2o3o4o5oPo pour polygone funiculaire, on ap- 
plique à la poutre AB des forces fictives verticales admettant l'arc 
donné AJB pour courbe funiculaire. 

On déterminera la ligne de fermeture aJè correspondant à ces 
nouvelles forces exactement comme on a déterminé celle aoJ© 60 • 

Soient y les ordonnées comprises entre l'arc et cette ligne de 
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fermeture. Si l'on pose 



ou 



M = yo^'o — y/» 



quelle que soit la constante q^ les forces verticales Mrfx et, par 
suite, des forces verticales -j^ rf^ = -rds (F étant supposé con- 
stant), appliquées à Tare, admettront une résultante passant par le 
point J, puisque les forces verticales z\dx etydx admettent de 

telles résultantes. 

M 
Donc, pour que le centre des forces parallèles -p dx ou Mdjc 

passe par le point J, il suffit que 

fMydx = o, 

en désignant par y les ordonnées positives ou négatives de l'arc 
comptées depuis l'horizontale du point J, ou 



d'où 



qof^'oydx = qfy'ydx\ 
Sz\ydx 



e xpression que l'on construira d'après les mêmes principes que les 
expressions analogues trouvées dans les problèmes précédents. 

Supposons, pour fixer les idées, l'arc AGB symétrique par rap- 
port à la verticale CD. 

Menons par le sommet C l'horizontale A''B'' tangente à l'arc. 

Concevons que la corde AB soit divisée en parties égales ^x el 
que, par les points de division, on élève des verticales qui déter- 
minent des points correspondants dans l'arc et dans les polygones 
funiculaires (ces points ne sont pas marqués). Appelons z^ et z\ 
les ordonnées z'^ comprises entre le polygone funiculaire et la 
ligne ^0^0 répondant à deux points de division symétriques par 
rapport à la verticale CD et de même y' et y" les ordonnées de 
deux pareils points de l'arc, comptées de la ligne ab. 

Appelons toujours^ les ordonnées de l'arc comptées depuis sa 
corde AB. 
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On pourra écrire approximativement 



y = yo: 



\^^y 



les sommes S s'étendant seulement à une moitié de Tare. 

Portons bout à bout des forces proportionnelles aux longueurs 

— =^ en suivant les points de division du demi-arc BG de sa 

naissance B à son sommet et portant dans le sens CB" celles qui 
ont des valeurs négatives, ce qui a lieu pour les premières forces 
portées, celles répondant aux points de division placés près des 
naissances, et en sens opposé, les autres. 

Soit Pi) l'extrémité du polygone ainsi obtenu. Traçons le poly- 
gone funiculaire correspondant D ^ en prenant le point D pour 
pôle et pour point de départ, de sorte que le premier côté du po- 
lygone funiculaire est vertical. Prolongeons le dernier côté pp' 
parallèle au rayon polaire extrême D^o jusqu'à sa rencontre en p' 
avec l'horizontale A'B' passant par le point J. 

Construisons de même le polygone funiculaire D^y' des forces 

"' -4- z" 

proportionnelles à ^ • 

Le numérateur de l'expression de q étant la somme des moments 
^' -f. ^ 
de forces horizontales ~- ^ appliquées aux points de division 

par rapport au point J, on a 



De même 
d'où 



2'^^V = CDxG'P', 






Si l'on prend la distance polaire q^^ qui est arbitraire, égale à C P', 
qu'on peut déterminer avant toute autre opération, on aura 

q = C'y' 
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pour la poussée de Tare ou distance polaire du polygone des pres- 
sions. 

Soit J'q le second point d'intersection de la ligne a© 6© (J^g- ^o) 
avec le polygone funiculaire aolo^o^o^oSo^o* 

Projetons ce point en J'' sur la ligne ab. 

Le polygone des pressions est le polygone funiculaire des forces 
données de distance polaire q et passant par les deux points J et J*^. 

Remarque. — Au lieu de considérer les forces Si et S j, il 
suffit d'observer que leur résultante représente les aires positives 
ou négatives connues comprises entre le polygone funiculaire et la 
droite a^P'^. 

Si Pon divise la droite AB en parties égales, qu'on mène les 
verticales correspondant aux points de division et qu'on désigne 
par z les ordonnées déterminées entre le polygone et la droite a'^ PJ,, 
cette aire sera approximativement 

Il suffira donc de porter bout à bout des forces égales ou pro- 
portionnelles aux ordonnées z^ de haut en bas ou de bas en haut 
suivant que le périmètre du polygone est au-dessus ou au-dessous 
de la droite a^,p'^. 



§ 486. 

CAS PABTIGUUSR Oa LA GHABHIËBE EST A LA CLEF. — Dans le cas 
usuel où la charnière J coïncide avec le sommet G de l'arc, les 
opérations précédentes subissent de notables simplifications : 

I** La ligne de fermeture ab de l'arc est évidemment la tan- 
gente A"B'' au sommet G; car, par raison de symétrie, la résul- 
tante de forces verticales —. — appliquées à l'arc, y étant les or- 
données comprises entre l'arc et la droite A"B'', passe par le point 
G. Ceci reste vrai, même si Varc est de structure telle que V 
soit variable. Gette droite est ainsi connue d'avance. 

2® Les points P' et ^ coïncident avec p et y. 

3° En ce qui touche la détermination de la ligne de fermeture 
«0^0 du polygone, comme le point J© coïncide avec Go, les tri- 
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angles a^oL^Jo et ioJoP'o ^^^^ égaux, les verticales Çi et Ç2 passent 
au y de la longueur de la corde AB à partir de chacune de ses 
extrémités; de plus les deux forces t^i et ^-j, proportionnelles aux 
deux triangles dont nous venons de parler, sont égales, parallèles 
et de sens contraires et forment un couple ; leur résultante passe à 
rinfini. 

Mais on peut les déterminer directement. 

Il s'agit d'équilibrer la résultante des deux forces S^ et Sj, l'une 
proportionnelle à l'aire du polygone funiculaire, l'autre au paral- 
lélogramme aott^^Q^Q dont le côté ol^^^ passe maintenant en Co» 
par trois forces dont les lignes d'action sont les verticales 

Vu Vt, Go, 

sachant de plus que les deux premières sont égales et de sens op- 
posés. 

Appelons i'^, a'^ les forces données S4 et Sj et respectivement 

les trois forces inconnues dont les deux premières forment un 
couple. 

Portons bout à bout (Jig' «<) les forces données 84= i'^ et 
82= 2\ à partir d'un point a. 8upposons, pour un instant, con- 
nues les trois autres forces, portons-les aussi bout à bout, à savoir 
biù = 3\y puis (06 = ^\ et ba = 5'^ ; puisque les cinq forces se font 
équilibre, leur polygone doit se fermer. 

Donc, toute la difficulté consiste à trouver le point co. 

Prenons un pôle O (Jig. a^). D'un point 5^ (jfig' A4) pris arbi- 
trairement sur la force C© qui porte ce numéro, menons 5'^ 1'^ pa- 
rallèle au rayon polaire connu Oa ou S'^i'/, puis i\% parallèle au 
rayon i'^ 2\ également connu; 2^3| parallèle au rayon 06 qui est 
de même connu, 3^ i\ parallèle au rayon inconnu Oo); si nous joi- 
gnons 4^5'^, cette ligne doit être parallèle au rayon 06 ou a'^S^. 

Ainsi, après avoir tracé le contour 5'^ 1^2^ 3'^, on mènera 5'^ 4'. 
parallèle à 2*^3',, on joindra les points i!^ et *i\ et Ton mènera le 
rayon Oco parallèle à la ligne ainsi obtenue. On aura donc 

v\ = btù\ 
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par suite, le triangle ôcJolS'o qui serait ici 64 CoP', aurait pour aire 



d'où 



ou 



bta X -: 
2 



6a) X - = S', 61X 7 
2 4 



P'jÔ, = 2 00), 

ce qui détermine la ligne de fermeture a^ b^. 



§ 487. 

CAS OU I' EST VARIABLE. — Si V ne peut pas être considéré comme 
constant dans toute l'étendue de l'arc, on le divise comme il a été 
indiqué plusieurs fois en un petit nombre de parties dans chacune 
desquelles il puisse être regardé comme constant et l'on amplifiera 
les ordonnées du polygone funiculaire et de l'arc dans les rap- 
ports ilF. Ainsi, admettons que F puisse être regardé comme 
constant de C en B et aussi de C en Â, mais que dans cette dernière 
moitié sa valeur soit en moyenne les | de celle qu'elle a entre C 
etB. 

Prenons comme unité la valeur de V entre C et B. Alors, entre 
ces deux points, en appelant Zq les ordonnées du polygone funi- 
culaire comptées depuis sa corde ao^So, on aura 



r 



yo _ 



7o. 



Entre C et A, on aura 



3 



1' " 2-^^- 



Les modifications qui en résultent dans la détermination de la 
ligne de fermeture a© 60 sont les suivantes : 

1° Prenons {/ig, Aq) GoD'^=^CoDo et joignons D'^^ao- La force 
descendante Si représente l'aire comprise entre le polygone funi- 
culaire et le contour brisé PoDoD'^ao, au lieu de celle comprise 
entre le polygone et la corde; mais, comme cette aire est remplacée 
pratiquement par les aires partielles déterminées par des ordon- 
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nées équidistantes et que la force S^ est remplacée par des forces 
égales ou'proportionnelles à ces ordonnées, l'opération à faire n'est 
ni plus ni moins longue, que F soit constant dans toute l'étendue 
de l'arc ou non. 

La même remarque s'applique à l'opération suivante. 

2° Prenons ao a'^^ = | a© a^, et menons a^A'^ parallèle à olq^q ou, 
ce qui revient au même, à a^P'^ jusqu'à la verticale du milieu de 
cette ligne. 

La force ascendante S2 représente l'aire «oa^Ao^oPoPoDotto 
au lieu de l'aire du parallélogramme aoa^poP'o- 

3** Les verticales v^ et (^2 se trouvent aux tiers de a'^ J© et de |3'^ Jq 
comme étant les verticales des centres de gravité de deux triangles 
Joûfoa'o c^ Jo^oP'o* ^^ ordonnées comprises entre les droites a© 60 
et a^ Po ne changent pas sur la moitié de droite de la figure et sont 
à amplifier dans le rapport 3: a sur la moitié de gauche. 

Gela ne change pas la verticale ç^ ; pour avoir la nouvelle verti- 
cale C29 à partir d'un point quelconque de la verticale de J, par 
exemple, à partir de J', menons la droite arbitraire J't/Bi qui coupe 
la verticale du sommet G en rf et la verticale de l'appui B en B|. 
Prenons Drf4 = fDrf. 

La verticale t'i sera celle du centre de gravité de l'aire 

J'BBirf^iJ', 

laquelle est formée des deux triangles J'BB< et ^J'Drf ; la verticale 
de son centre de gravité ne dépend pas de l'inclinaison admise pour 
la droite J'B. De plus, le rapport des forces Çt et (^2 est 



ou 

Maïs 
d'où 





vi ~" tr.AJ'ai 


(^ï 


tr.J'BB,4-Jtr.J'Dr/ 


Vl 


~ tr.AJ'ai 


^t 


iJ'BxBB,-i-iJ'DxD^ 


^'l 


~" ^J'AxAaj 




BBi D^ Aa, 
J'B "" J'D ~ J'A* 







l58 l" SECTION. — CHAP. IV. 

au Heu qu'on avait dans le cas précédemment considéré 






J B 



Ce nouveau rapport est facile à construire et permet de trouver 
la nouvelle verticale V, comme dans le cas où I était constant. 

4^ Les mêmes modifications interviennent dans la détermination 
de la ligne de fermeture ab de l'arc. Mais, si la structure de Tare 
est symétrique et la charnière au sommet, cette dernière ligne est 
toujours A"B'^. 



5^ Enfin on aura 



2^ 



les sommes S s'étendant à tout l'arc, soit 



9 = 7o: 



■iy 



les sommes 21 s'étendant à une moitié de l'arc, de sorte que ce sont 
des forces horizontales proportionnelles à -^ — î— ^ et ^{y -h \y\) 



dont on construira les polygones funiculaires Dy et Dp, au lieu de 

Zqj y\ se rapportant à la moitié de droite 



celles ù±I± et ^^ 

a '2 

de l'arc et z^^y"^ à la moitié de gauche 



§ 488. 

UftlE DE P0U8S£e. — Nous nous bornerons au cas d'un arc symé- 
trique (de section constante ou variable) ayant une charnière au 
sommet. 

Soit {fig. 57, p. 455 bis) ACB l'arc considéré. 

Soient Co: et Cj^ les axes de coordonnées passant par le 
point G. 

Supposons un poids P = i agissant en un point quelconque G 



1 
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d'abscisse Og = 0L'] nous désignerons par des lettres accentuées 
les abscisses comptées du milieu de la corde et par des lettres 
non accentuées celles comptées de l'extrémité gauche A. 

Soît q la poussée que le poids P détermine. Un pareil poids placé 
dans la position symétrique G' produirait la même poussée et les 
deux réunis produiraient une poussée 2q. Or, si M est le moment 

Fig. 57. 




de flexion dû à ces deux poids, M' celui qui serait produit dans la 
poutre correspondante AOB encastrée en A et B, articulée en O 



et de moment d'inertie 1'= 1--=-, on a 

as 



<6) 



M = M'- 2qy, 



en changeant dans la formule générale q en 2^, q désignant la 
poussée due à une seule des deux charges agissantes. 
Par symétrie, on a 



J -^ û?a?'= o, J^ dx'^ o, 



i6o 

et, par suile. 
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On doil en outre avoir, d'après le théorème fondamental établi 
au commencement de ce Chapitre, 



ou 



/•Mr' , 



OÙ les intégrations sont à faire dans toute Tétendue AB ; ou, à cause 
de la symétrie de O à B, 






(7) 



9 = 



ma.' 



D'ailleurs, si [x est le moment de flexion produit par les deux 

charges dans la poutre AB considérée comme simplement appuyée, 

on a 

M'= {JLH- A -hBa:'; 

mais, à cause de la symétrie, M' ne doit pas changer si ron y 
change x^ en — x\ d'où 

B =o et M'= {JLH- A. 

D'ailleurs, pour x'=Oy on doil avoir M' = o. Si donc on 

appelle [jlq la valeur de [x répondant au milieu de la poutre, on 

aura 

M' = jx — fiQ. 

Mais les réactions des appuis de la poutre AB considérée comme 
à appuis simples et sans articulation au milieu O sont évâdemmeui 
P=i. 

Donc, de x'= o à x'= cl\ 



..pa-')=h-'- 



i 
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Par suite : 

i« De a?'=oàx'=a', 

jji = |i^ = a' et M' = fi — ijLo = ; 

2'» De x'= a' à x'= - , 






i6i 



Cl 



Donc 






/ 






et, à cause de (7), 



1«) 






Le déaominateur est une constante que nous savons déterminer, 
le numérateur qui varie seul avec a' est la somme des moment.*^, 

relativement au point G de forces — p— = ^— i — agissant à sa 
droite. 

D'où l'on conclut que la ligne de poussée AQB est encore une 

courbe funiculaire de forces •^ ., = —7— que C on construirait 
comme il a été dit précédemment, 

§ 489. 

UftHES D'IHFLÏÏEIGE. — Si l'on considère un poids unique P = i, 
qu'on appelle M' le moment de flexion qu'il détermine en un point 
quelconque de la poutre AOB articulée en O et encastrée à ses 
extrémités, on a 
(9) M=M'-.^y. 

m. Il 



1 
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Au poiiita;'= o, on a 

M = M' = o. 

Donc 11 n'y a pas à chercher de lignes d'influence relalivemeni 
à la section C 

Pour toute autre section, on tire de l'équation ci-dessus 



(9') 



M _ M' 

7 " 7' ^' 



de sorte que les portions d'ordonnées comprises entre la ligne de 

poussée et les lignes qui ont pour ordonnées — r> c'est-à-dire les 

lignes d'influence de la poutre droite correspondant à l'arc, don- 

nent les grandeurs—;» ce qui ramène le tracé des lignes d'influence 

de l'arc à celui des lignes d'influence de la poutre droite comme 
dans les Chapitres précédents. 

Il est d'ailleurs aisé de tracer ces dernières lignes. 

On a 

M'= fi-h A -4- Bar, 

A et B étant deux constantes à déterminer. 

Pour x'= o, on a M' = o 5 donc, si [jl = (jlq est la valeur de [i au 
milieu de la poutre, 

(lo) M'= [JL — jjLo-HBir'. 

D'ailleurs, on doit avoir 

•M' , . , 
■ X dx = o 



i 

A cause de la symétrie, 



donc 
(II) 



Cx'dT' 

j--r- = ^' 

f^x'dx' 

"1^ 



B =- 
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OU, à cause de la symétrie, 
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f> 



dx' 



(II') 



B= — 



V. T 



dx' 



Au numérateur, posons 



X = X > 

2 



ce qui équivaut à prendre le point A pour origine des coordon- 
nées. 

Alors on a 



Or, si a est Tabscisse du poids mobile comptée du point A, on a 
Pourx<a.... [ji = — - — X 
Pour ir > a \l=:j{1 — x) 



(lO 
Donc 






dr. 



Si I' est constant, on a 



/ [IX dx 



(II") 



B=— i2 



et le numérateur devient, en raison des dernières transformations, 



i64 
ou 



et 
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dx' 



_ ag»+3/g»~/«a _ «(/— g)(/ — ag) 



1*2 



»=f (-?)(-")• 



Comme nous appelons aTabscisse du poids, comptée depuis le 
milieu de la poutre, en sorte que 



g = a H — > 

2 



B-(ï-î)7 
et à cause de (lo) 

(la) M'=(i — noH-a~ ^^ — 4W; 

d'où 



(i»') 



M'_|X— [JLo 2g' /g'* \x' 



Si, pour chaque section X' d'abscisse x'^ on trace une courbe 

M' 
ayant pour coordonnées courantes a' et — ,> les portions d'ordon- 
nées comprises entre ces courbes et la ligne de poussée donnent 

les valeurs de 

M 

répondant aux diverses valeurs de a' ou aux diverses portions du 
mobile, ce qui, comme nous l'avons vu, permettra de discuter le 
passage d'un mobile ou d'un convoi sur l'arc. 

Ainsi nous n'avons qu'à chercher les lignes représentées par 
l'équation (12'). 

Comme ces lignes sont symétriques pour les sections symé- 
triques, nous pouvons ne les tracer que pour la demi-poutre de 
droite, celle située du côté des abscisses positives. On supposera 
donc x'> o. 



(»3) 
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Or on a 

I Pour a: > a... |i=|(/-a:) = |^i -h y j (^- - a:'). 

Pour ^=0, 
(•4) H = ,x.= £(I^î:); 

le signe supérieur convient pour a'>>o et le signe inférieur 
pour a'< o. 

i^ Partons des lignes dHnflaence situées dans la demi- 
poutre de droite oà a'> o. 

Alors 



(i5) 



Or 



I Pour a:' > a'. . . jji — [i© = a'— ( ~ "+" T ) ^'• 



on a 



ou 



M' = [1 — fxo H- B a? 
-,, /ofl l\(lX 

Par suite, pour a'<Zx', l'équation (i a') donne 

M' _ a; _ /i a'\£' /f!l_i^î!f! 



y 



ou 



<■«' . M-?a-ï)h'a-T)]- 

M 
Cette équation, où a' et —, seraient les coordonnées courantes 

et ^'> o un paramètre définissant une section quelconque placée 
dans la demi-poutre de droite, représente la portion de la ligne 
d'influence relative à cette section comprise entre la section ejle- 
méme et le milieu de la poutre. 

Pour a'>a/, les équations (i5) et(ia') donnent 

M' /i a'\ rr'r aa'/i a'M 
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C'est Téquation de la portion de ligne d'influence située à 
droite de la section. 

La branche de gauche de chaque ligne d^influence n'est connue 
par l'équation (16) qu'entre la section de la poutre que l'on consi- 
dère et le milieu de la poutre. Il faut trouver l'équation de la por- 
tion de cette branche répondant à la demi-poutre de gauche, 
c'est-à-dire répondant aux valeurs négatives de a'. 

Et comme x'> o, on aura nécessairement ici o'^^ x'. Donc Té- 
quation (i3) donne 

pour x'= o, 



d'où 
et 

et 

(16') 



M' 

y 






En résumé, pour toute seclion X' située dans la demi-portion 
de droite de la poutre : 

i'' La portion de ligne d'influence située dans la demi-portion 
de gauche de la poutre est représentée par la dernière équation; 

2® Celle comprise entre le milieu de la poutre et la section est 
représentée par l'équation (i6)-, 

3** Celle placée à la droite de la section, par l'équation (16'). 

Observons que les équations (16') et (16") ne difllèrent que par 
le changement de a' et M respectivement en — a' et — M. 



§ 490. 
UftlES D'UFLUESGE des EFPOBTS TRAHCHA1T8. 



De l'équation 



on tire 

(17) 



ds 



dyV dx 



y/ 



dx ds ^ ds 



ou 



(«/) 
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ds _ dW dx 
dj^'' dx dy ^' 
'ds 



iC: 



et, par celte équation, on ramène le problème des lignes d'in- 
fluence des efforts tranchants de l'arc à celui des lignes d'influence 
analogues de la poutre correspondante, comme nous l'avons fait 
précédemment. 

§491. 

ÉaUATIOIS COMPLÈTES EH ATAIT ÉfiABD A LA TEMPÉBATUBE, A LA 
COHFBESSIOI DE LA HEBE MOTEimE ET A L'EFFORT TRAHCHAIT. — En 

reprenant les raisonnements et notations du § 483, mais appli- 
quant les formules complètes (A|) du § 423 en ayant égard à 
l'erratum placé à la suite de la Table des matières, on trouve, au 
lieu des équations fondamentales, celles-ci : 



où l = Xi — Xq^ h:=yi — Vq représentent les différences des 
coordonnées des deux extrémités de l'arc et où les intégrations 
sont à faire dans toute l'étendue de l'arc ; ces formules sont vraies, 
quels que soient les axes de coordonnées employés. 

Elles permettent de trouver analytiquement le moment de 
flexion dans un arc comme celui proposé, quelles qu'en soient les 
charges. En effet, quelles que soient les charges, verticales ou 
non, le moment de flexion en un point quelconque G de l'arc a 
pour expression 



(i8) 



M = m'-R(Ç-a;)-^(r,-^), 



m' étant la somme des moments relativement à G de toutes les 
charges données comprises entre ce point et la charnière; R et gr 
sont d'autre part les composantes parallèles aux axes de la réac- 
tion exercée sur la charnière par la partie de l'arc ne comprenant 



iG8 
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pas le point G sur celle qui le comprend. En portant cette expres- 
sion dans les deux équations ci dessus, on obtient les valeurs des 
deux constantes R et ^ par la résolution de deux équations du 
premier degré. 

Supposons qu'on néglige les termes de l'ordre de l'effort tran- 
chant, c'est-à-dire ceux qui sont multipliés par i H — ; admettons, 

o 

de plus, qu'il s'agisse d'un arc de structure symétrique ayant une 
charnière en son sommet G. 

Prenons (Jig' 5'], p. i59)pour axe de coordonnées les axes 
Cx et Cy. Alors, dans les équations ci-dessus, A = o, Ç =t, = o, 
y z=y et, en négligeant les termes spécifiés, et appelant, comme 
ci-dessus, or', au lieu de x^ les abscisses comptées du milieu delà 
corde [x étant réservé aux abscisses comptées de rcxtrémilé 
gauche A), il vient 



(19) 



J o = E8t/ -^fj/ ds -^g X ds, 
j 0= Cjx'ds-^ flYds. 



Supposons les charges verticales; on peut alors poser, comme 
précédemment, 

(20) M = M'— ^y 



ou 



(21) 



M'= |JL — fjLo— Bar', 



B étant une constante indéterminée, de sorte que M' ne dépend 
que de x' et non dey; de plus. M' est proportionnel aux ordon- 
nées du polygone funiculaire des charges données, comptées 
depuis une droite de fermeture convenable, soit 

(21') M'=qoZQ 

et 

(22) M=: qo^o—qy- 

D'ailleurs X = y et (§ 423) 

~" dx' "" âx' 
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Portons cette expression de M dans les équations (19), il 
viendra 

Mais, à cause de la symétrie, 



/ 



y ^ j 

'-p- as — o. 



Donc, la dernière se réduit à 
(24) o::=J ^a:ds^J ^^ds. 

a. Influence de la température. — Si, au contraire, on fait 
abstraction de la compression de la fibre moyenne, le second 
terme de cette équation est à supprimer. 

Elle se réduit à 



(25) 



I -j-a?a5 = o ou I -p-xax — o. 



Donc la ligne de fermeture a^ b^ du polygone funiculaire se dé- 
terminera comme au § 473, lorsqu'on a fait abstraction de la 
température. La première des équations (aS) donne alors pour la 
poussée 



(26) 



/^- fÇ 



ds 



Le premier terme est celui précédemment construit; le second 
relatif à la température se trouve sans difficulté, son dénomina- 
teur ayant été construit lors de la recherche du premier terme. 

b. Influences réunies de la température et de la compression de la 
fibre moyenne. — Si Ton prend les formules complètes (aS), 
on a, en remplaçant M' par son expression analytique (18) 

—p ds = et aussi / — ^ = o, à cause de 
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la symétrie de l'arc, 



d'où 

(a8) 



B= — 






dx' dx' 

Si Ton regarde 1'= I — et S'== S -^ comme constants, la se- 
conde intégrale du numérateur s'effectue et est nulle, parce que 
|jL=o aux deux limites de l'intégration, c'est-à-dire aux extré- 
mités de l'arc. Par suite 



(28') 



f)3.x'dx' 

12 S 



formule très simple et où le numérateur se construit sans diffi- 
culté; car, si Zq représente l'ordonnée d'un polygone funiculaire 
des charges données comptées depuis sa corde, 

S [xa?' dx' •=^ qaS z^s:' dx\ 

où l'intégrale est la somme des moments des forces verticales 
Zf^dx' par rapport à la charnière. Elle s'obtient donc par le tracé 
d'un second polygone funiculaire. 

La première des équations (23), où M' est à présent connu, 
donne 



(24) 



^ = 






-hE5T/ 



et, si r et S' sont constants, 

fM'ydx'-hEV^zl 



(^9') 



^ = 



.l^jy^dx' 
Le coefficient B étant déterminé, on a la ligne de fermeture OqÔq 
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telle que 
car 

^ \ Çù qo J 
Cette ligne a donc pour ordoinnée 

i-^ x'; 

par suite, Téquation (24) devient 



(3o) g = 



r4-K'" 



Les intégrales sont les mêmes que si Ton négligeait la com- 

/dx' 
-^ qui n'offre 

aucune difficulté. 

Si F et S' sont constants, 

^i-^Sytdx' 

et l'on n'a pas à faire d'autres quadratures que celles que nous 
avons faites en négligeant la compression de la fibre moyenne. 

B. ARC ENCASTRÉ A SES DEUX EXTRÉMITÉS AVEC DEUX CHARNIÈRES. 

§ 492. 

rOBKDIE FOHDAMEIITAIiE COMPLÈTE. — Nous allons de suite donner 
la formule fondamentale se rapportant à ce cas, en ayant égard à 
la fois à la température, à la compression de la fibre moyenne et à 
l'effort tranchant. 

Soit {fig- 58, p. 172) AB l'arc encastré en ses extrémités et 
portant deux charnières en deux quelconques de ses points! et J'. 

Prenons la droite JJ' pour axe des x el une perpendiculaire iy 
pour axe des y. Appelons <r, a' les longueurs des arcs, AJ, AJ' 
et 5 la longueur totale de l'arc AB. 



i7a 
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Nous complons les arcs s depuis le point A. Nous désignons 
par JîoiJKo » ^u JKi les coordonnées des deux extrémités A et B de 
la fibre moyenne, et nous appelons X la longueur de la corde JJ'. 

Considérons d'abord le point J comme faisant partie de Tare 
AJ. La composante u du déplacement élastique de ce point paral- 
lèlement à JJ', donnée par les formules (Ai ) et (rf) du § 423 en y 
faisant Uq = Vo = ûo = o, .^o = o, 5 = <r, a: = o, y= o, supprimant 

Fig. 58. 




les accents sous les signes d'intégration, ayant égard à l'erratum 
indiqué à la fin de la Table des matières, et supposant les coeffi* 
cients d'élasticité constants, est 



(a) 






Considérons, à présent, la portion JJ' de l'arc. 

La composante u' du déplacement du point J' est donnée d'a- 
près les mêmes formules du § 423 en y remplaçant Uq par u 
et faisant Xq =yQ = o, x = \ y = o, 



(a') 



r'' dy 
l 1 \ / ds rfM . I r^ I dM . 
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Considérons enfin la portion J'B de Tare et exprimons que, 
pour j; = jj|,j^=^4 on a û = o, M = o. 

En appelant û' la rotation de la section P, on aura, puisque 
Û =:= o, en B, 

puis 



r'dy 



A cause de la première, la seconde se réduit à 






Si l'ou ajoute membre à membre les équations (a), (a'), (a"), 
on aura 



j / i\ I ds dM ^ I /• I dM j 



équation fondamentale qui permet de résoudre tous les pro- 
blèmes relatifs à un arc à deux charnières, quelles que soient les 
charges verticales ou non qu'il supporte. 

§ 493. 

U8A6S DS L'ÉaUATION FOHDAMEirTALE. — Soit m la somme des 
moments relativement à un point quelconque de l'arc, des forces 
directement appliquées et données qui agissent à gauche de ce 
point, en sorte que ni est une fonction connue des coordonnées 
du point considéré. On aura 

M = m -h Mo -»- Ra? — gy. 
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Mo, R, y étant trois constantes à déterminer, à savoir : M© le mo- 
ment d'encastrement en A ; R et ^ les composantes de la réaction 
en ce point. 

Aux points J et J', soit pour a: = y = o et pour a: = X, ^' = o, 
on doit avoir M = o. 

Soient hIq et m^ les valeurs de m en ces deux points, on aura 

o = mo 4- Mo, 

o = m'o-i-Mo-H RX, 

de sorte que les coefficients Mo et R sont directement déterminés, 
et Ton a 



(33) 

en posant, pour abréger, 

(34) 



M = M'-qy, 



M = m — /WoH \~~^^' 



M' étant ainsi une fonction connue par les seules conditions sta- 
tiques du problème. La poussée q de l'arc est seule inconnue. En 
portant l'expression de M dans l'équation fondamentale, on 
trouve q par la résolution d'une équation du premier degré. 



§ 494. 

THÉOBiME FOHDAMEirTAL (abstraction faite de la températnre de la 
compression de la fibre moyenne et de re£fort tranchant). 

Si, aux divers éléments ds d'un arc encastré en ses deux extré- 
mités et portant deux charnières, quelles que soient les charges 

qui le sollicitent^ on applique des forces -^j- parallèles à la 

droite qui joint les deux charnières, la résultante de ces forces 
coïncide avec cette droite. 

En effet, en négligeant dans la formule (Sa) les termes autres 
que celui relatif à la flexion, on trouve 



(35) 



/|/^^ = o, 



qui exprime la proposition énoncée et qui s'appliquerait même 
si E était variable. 
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M 



Si E est constant, le théorème s'applique aux forces y rfi^ si I 

est constant, il s'applique aux forces Mds, et si 1'= I-^ est con- 
stant, il s'applique aux forces M dx. 



§ 495. 

BEGHERGHE GBAPmaUE DE Là POUSSÉE ET DU POLTfiOllE DES PBESSIOHS. — 

Soit {Jig' 59) AJJ'B l'arc considéré, que nous supposons sou- 
mis à des charges verticales quelconques. 

Fig. 59. 




Construisons un polygone funiculaire quelconque aolo2o3Q4o p© 
de ces charges. 

Soient Jo, J'o les points où les verticales des charnières coupent 
le polygone-, la droite ag^o q^î joint ces deux points est la droite 
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de fermeture de ce polygone, de même que celle ab qui joÎDl les 
charnières est celle de l'arc. 

Soient respectivement z^ et jk' les ordonnées positives ou néga- 
tives du polygone funiculaire et de Tare comptées depuis leurs 
lignes de fermeture respectives. Si q^ est la distance polaire 
arbitrairement choisie du polygone aoj3o, on aura 



Or, on doit avoir 






Soit 



/' 



-ds = o 



d'où 



ÇoJy y ds - qJÇ^ ds = o, 

f'îyds 



q^q^ 



JÇ. 



que Ton construira comme dans le problème relatif à Tare à deux 

js'. y' 
charnières fixes, en observant seulement que les forces y et j 

sont ici, les unes d'un sens, les autres de sens opposé, suivant que 
les Zq et y sont positives ou négatives. 

En divisant l'arc en parties égales A5, on aura 

les sommes S étant étendues à l'arc entier. 

Si l'arc est de structure symétrique et les charnières symétrique- 
ment placées par rapport au sommet de Tare, on aura 



y 



q=^qo-' 



2-r 



les sommes s'étendant seulement à une moitié de l'arc et z^, z^ 
étant les ordonnées répondant à deux points de division symétri- 
quement placés par rapport au sommet. 
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On peut, pour plus de commodité, amplifier toutes les ordon- 
nées^ dans un même rapport sans que la poussée en soit modi- 
fiée, comme on a amplifié les j^ dans la recherche analogue relative 
à Tare posé sur tourillons fixes. 

§496. 

UfilEDS POUSSÉE. — Bornons-nous, pour simph'ficr les écritures, 
au cas usuel d'un arc de structure symétrique ayant deux charnières 
symétriquement placées par rapport au sommet G de l'arc {fig* 60). 

Fi g. 60. 




Prenons la ligne des charnières pour axe des x et la verticale du 
sommet pour axe des y^ , 

Si q est la poussée produite par une charge P= i, iq sera la 
poussée produite par cette charge et sa symétrique, et l'on aura 



(36) 



M'=;JL-;.o, 



jjL étant le moment de flexion que ces deux charges produiraient 
III. 12 
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sur la poutre à appuis simples AB et [Xg la valeur de [x pour 

x-ztxo, 

Xq désignant Tabscisse de la charnière J' située du côté des x 
positifs. 
Par suite 

(37) 

On doit avoir 

(38) 



M = ji — |J^^ — ay/. 



/¥-=». 



et, comme tout est symétrique (charge et arc), il suffit de faire 
l'intégration sur la moitié CB de Tare. 
D'où 

J ( f^ - f^o) ^ds = ^9 f-f^ ds, 



(39) 



9 = 



'jç 



ds 



les intégrations étant faites de C en B. 

On a, si a' est l'abscisse de la charge P = i qui agit en G 



(4o) 



i' Pour X < a'. 
i' Pour X > a. 



I^=^-«. 



ix=--x. 



Ceci posé, la ligne de poussée cherchée est évidemment symé- 
trique et il suffit de la tracer pour le demi-arc GB. 

Mais elle comporte ici deux branches distinctes, Tune entre la 
naissance B de Tare et la charnière J', l'autre entre la charnière cl 
le sommet de Parc. 

a. Portion de la ligne de poussée comprise entre la naissance B et la 
charnière J'. — Supposons le point G où agit le poids compris entre J' 
et B, soit j?o < °^'' Alors jx^ est donné par la première des équa- 
tions (40) 



f^o=--a. 



el 
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Donc : 

1° Pour ar<a' fi — fJk^=o 

2'*Pourar>at' fi — fXo=a'— r 



d'où, pour cette branche de courbe, 

Jr' v' 

^ OL' 



(40 



/ 



■/^■' 






Si Ton construit une courbe funiculaire des charges -^rfo; tan- 
gente en B à la ligne BA et d'une distance polaire évaluée comme 
dans tous les problèmes précédents, on aura la branche de courbe 
dont il s'agit. 

b. Portion de la ligne de poussée comprise entre la charnière et le 
sommet de Tare. — Supposons le poids P = i en G' entre J' el C, 
en sorte que Xq > a'. Alors [Xq est donné par la seconde des équa- 
tions (4o) et l'on a 

/ 

Donc : 

1* Pour 07 < a', fx — |io = ^0 *'» 

2* Pour X > a', (X — |Jio — ^0 - ^' 

Par suite, 

f {l^-[h)^dx= f (^--ii^)Ldx-i- f (;x-{Io)|T^^ 

/ 
= / {Xft—fj!)^dx-\-l {xQ — x)^dr 



i8o 
ou 
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Donc 

Jr* y' 

(a'-x)Ydx 



(4i bis) 



dx 



f^ 



dx 



C'est Inéquation de la nouvelle branche de courbe. 

Pour a'= Xq, les deux branches ont la même ordonnée, comme 
cela doit être. 

Le premier terme est le même que le second membre de l'équa- 
tion (40* 

Le second est l'ordonnée d'une droite passant par le point/ 

projection de J'. 

Posons 

i(a'-a7) 



fy'^ 



t 



c y. 
X 1' 



dx 



Le dénominateur est l'ordonnée du centre des forces horizon- 
taies ~ dx:='^ds appliquées à l'arc, qu'on connaît par la con- 
struction du polygone funiculaire qui sert à déterminer 

Soit Tio celte ordonnée; on aura 

■2 7)0 
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Concevons que Ton construise cette droîte, représentons-la par 
f k. Construisons, d'autre part, la courbe funiculaire représentée 
par Téquation (4i) non seulement dans la partie y^B où elle est 
valable, mais jusqu'à sa rencontre avec la verticale du sommet. 
Entre/ et D les ordonnées de cette courbe comptées depuis la 
droite fournissent la poussée. 

Si l'on porte ces ordonnées à partir de BD, on aura la courbe 
y"H, et la ligne de poussée sera formée par les deux courbes B/" 
et y" H. 

Elle est symétrique dans la moitié de gauche de l'arc. 

§497. 

LI6HE8 D'nirLUiafGE. — Comme précédemment, à l'aide de la for- 
mule 

on ramène le problème des lignes d'influence de l'arc à celui des 
lignes d'influence d'une poutre AB encastrée à ses extrémités eï 
articulée en j et y'. 

Mais ces dernières lignes sont ici des droites que l'on détermine 
par les seules règles de la Statique. 

En eflet, dans la poutre AB encastrée en ses extrémités et arti- 
culée en y et y : 

I® Si un mobile parcourt la partie By', il est évident qu'il ne 
produit un moment de flexion que sur les sections situées à sa 
droite et non sur celles de gauche, comme si la poutre By exis- 
tait seule encastrée en B et libre en y; 

2** De même, si un mobile parcourt Ay, il ne produit pas de 
moment de flexion sur les sections situées à sa droite ; 

3° Si un mobile parcourt la partie intermédiaire yy, il est clair 
qu'il produit en y et y' les mêmes réactions que si ces points 
étaient fixes. 

Ceci posé, considérons une section X située entre B et y*'; on 
doit supposer un mobile parcourant la poutre et à partir de cha- 
cune de ses positions porter une ordonnée proportionnelle au 
moment de flexion M' qu'il détermine dans la section X ou plutôt 

égale au quotient —ry y étant l'ordonnée que la verticale X déter- 
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mine entre Tare et l'axe des x, ce quotient étant construit à la 
même échelle que les ordonnées de la ligne de poussée. 

Or, quand le mobile parcourt la portion BX, en vertu de la re- 
marque 1^, il ne produit pas de moment de flexion en X; celte 
portion de la ligne d'influence coïncide donc avec l'axe des ab- 
scisses BX. 

Quand le mobile de poids P = i est arrivé en y', il produit dans 
la section X un moment de flexion 

Px/X=y'X. 

Donc en f on doit porter en ordonnée le quotient "^ à Té- 

chelle ci-dessus indiquée. Soit/ le point obtenu. Entre y' et X, la 
ligne d'influence est la droite /X. 

Quand le mobile parcourt Ay , en vertu de la remarque 2®, il ne 
produit pas de flexion en X; donc il n'en produit pas quand il est 
en y ; par suite, la portion de ligne d'influence entre y' et y est la 
droite /y et entre y et A c'est l'axe des abscisses. 

La ligne complète est 

BX/yA. 

Supposons une section X| comprise entre y" et y"'. 

Pendant que le mobile est entre y et y', en vertu de la remarque 
3", la ligne d'influence est la même que si la poutre jf était à 
appuis simples. 

Prenons donc (§ 303) y Ç =yX| ; joignons y' Ç qui coupe la ver- 
ticale X| en x\. Le moment de flexion produit en Xj quand le 
mobile passe en ce point est représenté par X| x\ ; c'est donc le 

quotient —7^? où y est l'ordonnée de l'arc répondant à la verti- 
cale X, qu'il faut porter. Soit X| x^ cette ordonnée, la portion de 
ligne d'influence comprise entre y ety' est jx^f. 

D'ailleurs, en vertu des remarques i° et 2°, les deux autres por- 
tions coïncident avec l'axe des abscisses, en sorte que la ligne 
complète est 

Bfxjk. 

On trouverait aussi facilement les lignes d'influence d'efforts 
tranchants auxquelles on ramène les lignes analogues concernant 
l'arc. 
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C. ARC ENCASTRÉ A UN BOUT, POSÉ SUR TOURILLON FIXE A L'AUTRE 
ET PORTANT UNE CHARNIÈRE. 



§ 498. 

Si, dans les formules et théorèmes généraux relatifs à l'arc en- 
castré aux deux bouts avec deux charnières, on suppose Tune des 
charnières infiniment voisine de Tune des extrémités de Parc, on a 
l'arc encastré à un bout, posé sur tourillon à l'autre avec une 
charnière. 

Les problèmes relatifs à cet arc ne forment donc qu'un cas par- 
ticulier de ceux résolus dans la partie B de ce Chapitre. 
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DEUXIÈME SECTION. 



ACTIONS EXERCÉES PAR DES FORCES NORMALES AU PLAN DE LA 
FIBRE MOYENNE, PARTICULIÈREMENT PAR LE VENT SUR LES OU- 
VRAGES FORMÉS DE FERMES EN CHARPENTE. 



CHAPITRE V, 

ACTIONS EXERCÉES PAR DES FORCES NORMALES AU PLAN 
DE LA FIBRE MOYENNE. 

§ 499. 

T0R8I0H ET FLEXIOH EH fiÉHÉBAL. — Considérons (/ig» et, p. i86) 
une pièce à fibre moyenne plane ou gauche AB et deux sections 
normales faites en deux points infiniment voisins G et G' définis 
par les arcs AG = s et AG' =s -i-ds, comptés depuis une origine 
fixe A. 

Nous supposons toujours la courbure de la pièce assez faible 
pour que toutes les portions de fibre comprises entre les deux sec- 
tions puissent être considérées comme sensiblement égales entre 
elles et à ds. 

Soient GÇ, Gti et GÇ trois axes rectangulaires menés par le 
point G, Tun GÇ tangent à la fibre moyenne, les deux autres quel- 
conques ; mais nous verrons que le plus commode est de les choi- 
sir coïncidant avec les axes principaux d'inertie de la section de 
la pièce en G. L'axe GÇ est supposé perpendiculaire au plan de 
la figure. La section xG^ est rabattue sur le plan de la figure au- 
tour de la normale Gtj et son rabattement transporté parallèle- 
ment à lui-même {^g- a'). 

Tout déplacement infiniment petit de la section G' relativement 
à la section G regardée comme fixe peut être remplacé par trois 
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translations parallèles aux axes GÇ, Gt;, GJ^ et trois rotations 
autour de ces mêmes axes. 

La rotation autour de la tangente GÇ se nomme une torsion; 
l'angle de cette rotation mesure la grandeur de la torsion et se 
nomme Vangle de la torsion. 



Fig. a'. 



Fig. a. 




La rotation autour d^une normale quelconque Gt) à la fibre 
moyenne se nomme une flexion; Tangle de cette rotalion se 
nomme Vangle de la flexion et l'axe Gyj de la rotation se nomme 
de même Vaxe de la flexion. 



§ 300. 

BELATIONS £1ITB£ LES FORGES EZTÉBIEUBES ET LES FOBGES fLASTiaHES. - 

La partie AG de la pièce doit être en équilibre sous rinfluence 
des forces extérieures y compris les réactions des appuis, s'il y en 
a, qui la sollicitent et des forces élastiques exercées dans la sec- 
lion normale yiG^ par la partie de la pièce située à la droite de 
cette section sur celle située à sa gauche. 

Donc, les forces élastiques exercées au contraire, par la partie 
de gauche sur celle de droite, forces que nous conviendrons de 
considérer, et les forces extérieures agissant sur la partie AG, 
sont deux systèmes équivalents, c'est-à-dire ayant mêmes sommes 
de projections sur un axe quelconque et mêmes sommes de mo- 
ments relativement à un axe quelconque. 



ACTIONS EXERCÉES PAR DES FORCES NORMALES. 187 

En particulier, cela a lieu pour les trois axes GÇ, Gv), G^. 
Nous désignerons respectivement par 

N, T^, Tç 
et par 

Mç, Myj, Mj; 

les sommes des projections sur les trois axes dont il s'ag\t et les 
sommes des moments, relativement à ces axes, des forces exté- 
rieures agissant entre la section G et l'extrémité gauche de la 
pièce. 

Nous allons chercher les six sommes analogues pour les forces 
élastiques que la partie AG du corps exerce sur la partie GB et 
les égaler aux précédentes. 

§501. 
DéPLAGSHEirTS BELATHS D'UHE SECTION PAR BAPPORT A UNE SECnOET 

nrnNniENT voisine dus a des forges données OUELGONOUES. — Soiem 

Xç, Xyj, X|j 

les trois translations de la section G' parallèlement aux trois axes 
Gi, GrjjGJJ qui se produisent (§ 499) dans le mouvement de cette 
section relativement à celle G considérée comme fixe. 

La première développe en chaque point G' ou plutôt dans unt 
fibre ce {^fig' à) de longueur ds et de section t une force élas- 
tique proportionnelle à l'allongement — par unité de longueur et 
à la section 7; soit 

as 

E étant le coefficient d'élasticité longitudinale de la matière. 

Supposons, pour fixer les idées, que "k^ soit positif, c'est-à-dii c 
que la fibre considérée s'allonge ; la force à appliquer en G' sera 
dirigée dans le sens GÇ ou positive : c'est celle qu'exercerait ki 
partie de droite du corps sur la partie de gauche; celle que nous 
considérons étant de sens contraire sera 

(.) -e4j. 
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Toutes les forces analogues exercées ainsi sur les divers éléments 
<r de la section tjG^ étant parallèles à Taxe GÇ, leur résultante est 
égale à leur somme, soit à 



(a) 



-^èi—^^'i' 



S étant Faire de la section transversale. De plus, la force appli- 
quée à chaque élément o* étant proportionnelle à cet élément, leur 
résultante passe par le centre de gravité G de la section. Donc elle 
est dirigée suivant GÇ, et son moment relativement à chacun des 
axes GÇ, Gti, GÇ et par suite aussi la somme des moments des 
forces (i) par rapport à ces axes sont nuls. 

On verrait de même que les translations Xyj, Xç font naître des 
forces élastiques respectivement parallèles aux axes Gt;, G^ et 
égales à 



as 



g3, 

as 



G = ^E étant le coefficient d'élasticité transversal de la pièce. 
Elles admettent les résultantes 



et 



ds 



-G^S 
ds 



dirigées respectivement suivant les axes Gtj et GÇ eux-mêmes et 
ayant, par suite, aussi des moments nuls relativement aux trois axes. 
Soient, de même, 

les angles des rotations autour des axes. Nous supposons les ro- 
tations et les moments comptés positivement dans le sens des 
flèches, soit de 7\ vers Ç, de Ç vers Ç et de Ç vers tj. 

Une rotation toç imprime au point C un déplacement normal à 
Taxe GÇ, égal à rwç, r étant la distance du point G à l'axe ou, ce 
qui revient au même, la distance CG {^/Ig» a'). 

Ce déplacement se projette en vraie grandeur suivant une pe- 
tite ligne Ce perpendiculaire au rayon CG. Il fait naître une 
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force élastique égale à 

Gx <TX --j-^> 
as 

dirigé en sens contraire du mouvement. Toutes ces forces for- 
ment un couple; car, si Ton considère le point Ci(Jig, a') symé- 
trique de C par rapport au point G, il y naîtra une force élastique 
égale, parallèle et de sens contraire à la précédente. 

Il résulte de là que les sommes des projections de ces forces sur 
les trois axes sont nulles. 

Les sommes de leurs moments sont aussi nulles relativement 
aux axes Gv), G^, puisque toutes les forces considérées sont dans 
le plan yj GÇ. Il suffit donc de chercher la somme de leurs moments 
par rapport à l'axe GÇ. Or, puisque la force est dirigée en sens 
contraire du déplacement, son moment est 

^ riiil ^ .top 

— G(T— ^ X r=^— Gffr»-/, 
cis as 

et la somme des moments pareils est 

en désignant par I| le moment d'inertie polaire de la section G. 

Les rotations a>Y| et (0|^ donnent lieu à des déplacements longitu- 
dinaux tous parallèles à Taxe GÇ. 

Soient r| et ^ les coordonnées du point C. 

La rotation wç produit un allongement de la fihre CG' {Jig* a), 
représenté par 

(OIJXT], 

faisant naître une force élastique 

_ torx T) 
— EffX -^ — -- 
as 

Celle (Oy^ produit un allongement positif ou négatif représenté 
par 

faisant naître une force élastique 

-+-Eax \ ^ y 
ds 



igo 
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de sorte que la force élastique totale résultant des deux flexions 

est 

E 

Toutes ces forces forment encore des couples, puisque pour le 
point symétrique C| de celui C (^fig* d) relativement à l'origine 
des coordonnées, c'est-à-dire pour le point dont les coordonnées 
sont — 7i et — ^, on aurait une force égale, parallèle et de sens 
opposé à la précédente. 

Donc les sommes de leurs projections sur les trois axes sont 
nulles ; il en est de même des sommes de leurs moments relative- 
ment à Taxe GÇ, puisqu'elles sont parallèles à cet axe. Il suflit 
donc de chercher les sommes de leurs moments relativement aux 
deux autres axes. 

Relativement à l'axe 7), le moment de la force t est, d'après les 
conventions sur les moments positifs, 

et la somme des moments de ces forces, par rapport à Gr,, est 



Mais, si les axes Gt), G ^ sont dirigés suivant les axes principaux 
d'inertie de la section transversale, on a 

et, par suite, la somme cherchée est 



^;^^î«^ = -4^i. 



ds 



ds 



en désignant par I^^ le moment d'inertie de la section de la pièce 
relativement à Taxe principal Gr,. 

On montrerait de môme que la somme des moments des forces 
élastiques relativement à l'axe principal GÇ est 



(c') 



Etar. 

^-3r'^' 



\ étant le moment d'inertie de la section relativement à cet axe. 

En résumé, les sommes des projections des forces élastiques 

développées dans une section G sur la tangente à la fibre moyenne 
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au point G et sur les axes principaux d^nertie de la section sont 
les expressions (a), (6), (c); les sommes des moments de ces 
forces relativement aux mêmes droites ont les expressions (a'), 

Par suite (§ 500) nous avons, entre les forces extérieures et les 
six éléments Xç, \, \; wç, co^j, co; du déplacement élastique d'une 
section relativement à une section infiniment voisine que ces 
forces déterminent, les six équations 



(•2) 



N = 


EX;. 
ds ^' 


Tr,= 


ds ^' 


Tc = 


ds ^■ 


Mç = 




Mr,= 


-^ï"'. 


1 Mç = 


-■î^'^ 



La force N est la compression de la fibre moyenne ; les forces IV,, 
T( sont les composantes de l'efTorl tranchant, c'est-à-dire de la 
résultante de translation des actions élastiques tangentielles. 

Le couple dont le moment est M| se nomme le couple de tor- 
sion. Les couples M») et M; sont les deux composantes du couple 
de flexion. 

On tire des équations précédentes 

\ = -^''-ids. 



(a') 



"« = -511'''' 

"'! = -ËîJ''*' 



iga 
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qui fournissent les éléments des déplacements élémentaires pro- 
duits par les forces données. 



§ 502. 

APPUGAnON A UHE PIÈCE A FDBE HOTEHIIE PLASE ET STMÉTBiaUS, SOU- 
nSE A DES FORGES NOBMALES A SON PLAN. — Considérons, en parti- 
culier, une pièce à fibre moyenne plane comme celles que nous 
avons étudiées précédemment, c'est-à-dire symétrique par rapport 
au plan de la fibre moyenne; seulement, au lieu de la supposer 
soumise uniquement à des forces situées dans ce plan, nous la 
supposerons soumise aussi à des forces normales à ce plan. 

A cause de la symétrie, les axes principaux d'inertie Gy| et G^ 
(Jig- a et a', p. i86) sont, le premier, situé dans le plan de la fibre 
moyenne, et le second normal à ce plan. 

Or les forces extérieures normales au plan de la fibre moyenne 
ont évidemment des projections nulles sur les axes GÇ, G>i et des 
moments nuls relativement à l'axe G^; donc les trois grandeurs 

N, T^, Mç 

des équations (2') ne dépendent que des forces situées dans le 
plan de la fibre moyenne et ont la même signification que celles 
désignées précédemment par les lettres. 

N, T, M. 

Au contraire, les forces situées dans le plan de la fibre moyenne 
ont des moments nuls relativement aux axes GÇ, Gt; et des pro- 
jections nulles sur l'axe G^, en sorte que les quantités 

Te, Mç, My, 

ne dépendent que des forces normales au plan de la fibre 
moyenne. 

Donc, une pièce comme celle dont il s'agit est soumise à des 
forces dirigées les unes dans le plan de la fibre moyenne, les 
autres normalement à ce plan; chacune de ces deux espèces de 
forces produit les mêmes déplacements que si l'autre n'existait pas. 

Les forces situées dans le plan de la fibre moyenne ne pro- 
duisent que les translations Aç, Xyj et la rotation wç, c'est-à-dire des 
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déplacements qui laissent la fibre moyenne plane ^ ce sont les dé- 
placements que nous avons étudiés précédemment et sur lesquels 
nous n'avons pas à revenir. 

Les forces normales au plan de la fibre moyenne ne produisent 
que la translation \ et les rotations wç, co^, c'est-à-dire des dépla- 
cements tous normaux à ce plan. Ce sont ceux que nous allons 
envisager. 

Après avoir ainsi étudié séparément les effets des forces situées 
dans le plan et de celles normales au plan de la fibre moyenne, il 
suffira d'ajouter ces effets pour avoir ceux dus à la coexistence de 
ces deux catégories de forces. 

1-es forces situées dans le plan de la fibre moyenne étant sup- 
posées nulles, on a 

N =Tr,= Mr=o 

et, par suite, les équations (2') du § 501 donnent 

X? = Xyj = wr = 0. 

Il n'y a pas de déplacement de la fibre moyenne dans son plan. 

Les équations (2'), si l'on appelle G, au lieu de Mç, le moment 
de torsion; JG, au lieu de My^, le moment de flexion autour de la 
normale Gyj à l'arc, se réduiront à trois 

( ^^ = -5?^^' 
(3) K,i = -^-^^ds, 

§503. 

DÉPLAGEMENTS ET ROTATIONS ÉLASTiaU£8 ABSOLUS DUS A DES FOBGES 
DOntES, NOBMALES AU PLAH DE LA FIBBE HOTEKHE. — Rapportons 
à présent l'arc donné à trois axes Jixes de coordonnées dont 
deux Ox, Oy {fig- 61? P« 194) situés dans le plan de la fibre 
moyenne, et le troisième G 2, non représenté, .perpendiculaire à 
ce plan. Nous compterons les rotations et moments relatifs à ces 
axes positivement des y vers les ;r, des x vers les z et des z vers 
les Y- 

III. i3 
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Soient X el y les coordonnées d'un point quelconque G de la 
fibre, moyenne; par ce point, menons deux axes G^r, Gy paral- 
lèles aux axes fixes O^, Oy, 

Soient Q la rotation de la section G due à la déformation élas- 
tique de Tare sous l'influence des forces normales au plan de la 
fibre moyenne; û^:, Qy les composantes de cette rotation autour 
des axes G^r? G^, et soit iv le déplacement élastique du point G, 
lequel est nécessairement normal au plan de la fibre moyenne. 

Fig. 6i. 




Soient G' un point de la fibre moyenne compris entre A et G et 
défini par l'arc AG' = s' ; G', un point infiniment voisin de G'. 

Nous désignerons par des lettres accentuées ce qui concerne le 
point G'. 

Menons par ce point les axes G'i et G'r^ tangent et normal à 
la fibre moyenne, les r/ positifs étant comptés dans le sens de la 
normale positive, c'est-à-dire telle que la normale G\ qu'on ob- 
tient lorsque le point G' coïncide avec le point de l'arc dont la 
normale est parallèle à l'axe fixe Oy ait pour sens celui des y 
positifs. 

Les déplacements du point G\ relativement à G' se composent 
d'une translation ).ç normale au plan de la fibre moyenne ou pa- 
rallèle à l'axe des z et de deux rotations élémentaires (o'^, co^ dont 
les valeurs sont fournies par les équations (3) où l'on accentue les 
seconds membres. 
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Menons par le point G' des lignes G/ j7, Q/y parallèles aux axes 

fixes. 

La droite G'Ç fait avec les axes des angles dont les cosinus 

sont 

dx* dy' 

la normale G'ti fait avec ces mêmes axes des angles dont les co- 
sinus sont 

_ dY' . dx' 

Maïs, comme pour la normale parallèle à Taxe des y on doit 

dx' 
avoir, d'après nos conventions, ii= -^ = + 1 , ce sont les signes 

supérieurs qu'il faut prendre, et ces cosinus sont 

_^ d^ 

ds' ' '^ ds'^ 

^ Soient (ù' la rotation de la section G', relativement à celle G' sup- 
posée fixe; (o[p, iù'y ses composantes suivant G^, G^ et w'^, iù^ ses 
composantes suivant G'^, G'^j. On a 

, , dx* , dy 
'^' = '^117 -'^^±'' 

, , dy' , dx' 
ou, en vertu de (3), 



, l G' dx' X' dy\,, 

''=l-Giiw^Ëiî;à7r^» 

/ s dy ^' dx'\^, 

"^^ = - VgTç57-^ë% 37;^^- 



Chaque section G'j éprouve ainsi une rotation autour de sa 
voisine en entraînant avec elle la section G. Donc, pour avoir 
l'angle total de la rotation de la section G, il faut composer toutes 
les rotations to' des sections Gj comprises entre A et G, et de 
même, pour avoir le déplacement total w du point G, il faut com- 
poser les déplacements qu'il éprouve par suite de chacune de ces 
rotations et par suite de chaque translation V^. 

Or, toutes les rotations co^, étant parallèles, se composent en une 
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seule égale à leur somme ; de même pour celles co^. Si donc on 
appelle /7o) ^o les rotations d^une section Go et que Ton compte les 
arcs depuis cette section, la rotation totale Û de la section G se 
compose d'une rotation Û^. autour de Gj et d^une rotation Û^ au- 
tour de Gy, ces rotations ayant respectivement pour valeurs 



(4) 



c' I ^ dy ^' dx'\., 



D'autre part, le déplacement qu'éprouve le point G, par suite 
d'une rotation élémentaire w^ autour de G'^, est 

Celui qu'il éprouve, par suite d'une rotation autour de G'y , est 

Ces déplacements, étant l'un et l'autre perpendiculaires au plan 
de la fibre moyenne ou parallèles à l'axe des 5, s'ajoutent. 

On doit d'ailleurs y ajouter le déplacement \ dû à la translation, 
de sorte que le déplacement élémentaire total que subit le point G, 
par suite du mouvement de la section G',, relativement à celle 
G', est 

Il faut faire la somme de tous ces déplacements pour tous les 
points C compris entre A et G et y ajouter celui dû au dépla- 
cement de A. Ce dernier se compose d'une translation parallèle à 
l'axe des z que nous appellerons Wq et des rotations p^^ q^^ ce qui 
donne pour le point G un déplacement 

«'o — /?o(r —70) -+- go(a? — a^o). 

Par suite, en remplaçant X^, (o!p,, wy par leurs valeurs, le dépla- 
cement total w du point G sera 

w = wo—po(y—yo) 
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En composant les rotations Ûx^ 0/ autour des axes G x, G^, on 
aura une rotation ù autour d'un certain axe situé dans le plan de 
la fibre moyenne ; cette rotation û et la translation iv forment le 
déplacement total de la section quelconque G. 

Dans les expressions de ù^ et ùy, on peut supprimer les accents 
des lettres qui entrent sous les intégrales définies qui forment 
les seconds membres. 

Dans l'expression de w, on peut faire sortir x et y des signes 
d'intégration et supprimer ensuite les accents sous les intégrales 
définies. Par suite, on voit facilement que les équations (4) et (5) 
deviennent 



(6) 

• 



r' f fS dy 3^= dx\. 



' ^ f dy 
ds 



• X -y \ds 



'Js. ^^A (• 



Au lieu des composantes X et G des couples de flexion et de 
torsion, c'est-à-dire, au lieu des sommes des moments des forces 
extérieures comprises entre A et G, relativement aux axes Gri et 
G^, nous introduirons les sommes des moments de ces forces re- 
lativement aux axes de direction fixe Gj?, Gy, 

Soient X et Y ces sommes de moments. 

On aura, d'après la théorie des couples 



(7) 



ds ds 



^ ds ds 

Par suite, les équations (6), après substitution et à cause de 



m'H^y- 



(8) 
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deviennent 

'0 



Si l'arc est très surbaissé, -r- est voisin de l'unité et -r- ^^5 

petit. Les derniers termes sont donc alors très petits. 

Même pour un arc peu surbaissé, puisque, dans les éléments de 

l'intégrale, entrent les produits 5- ^ et (^ j de grandeurs 

moindres que l'unité, ces termes sont notablement moindres que 
les autres. Ils sont relativement à ceux-ci comme sont les termes 
de l'ordre de l'effort tranchant dans les problèmes précédemment 
étudiés. Si on les néglige, ainsi que le terme provenant de l'effort 
tranchant Tç, on aura 

§504. 

mUGAnOI A UV abc EHCASTEÉ^ — Si l'arc est encastré à son ex- 
trémité A, on aura 

Si la seconde extrémité est aussi encastrée, on aura pour cette 

extrémité 

û^ = o, ûj = o, w = G. 
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Si l'on emploie les formules exactes (8), il viendra, les inté- 
grations étant effectuées dans toute l'étendue de l'arc, 

/ 



(9) 



-A^'-/fe-H-.)(4^-^f)l*-«. 

/(n;'-s;^)'*-/B?* 
-/(4-ri-,)[<'"-''^)ë-<''-''^)t]S''-». 

§303. 

THÉOBiKE rOHDAMEHTAL RELATIF AUX ABCS QffCASTRBS. — Si Ton se 
borne aux formules approchées (8'), celles (g) deviennent sim- 
plement 

' r X 

(.0) y^rf.=o, 

d'où ce théorème : 

Siy aux divers éléments d'un arc encastré à ses extrémités 
et soumis à des charges normales quelconques, on applique 
des forces fictives situées dans le plan de la fibre moyenne et 
dont les composantes parallèles aux deux axes de coordonnées 
aient pour expressions 

ces forces se font équilibre. 

Dans cet énoncé, X. et Y représentent les sommes des mo- 
ments relativement à deux parallèles aux axes de coordonnées 
menées par l'élément ds, des charges qui agissent réellement 
sur rare entre l'élément ds et rappui gauche de l'arc, y com- 
pris la réaction de l'appui. 
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§506. 

CAS D'UV ABC STMÉTBiaUE ET STMÉTBiaUEMERT GEAEftt. — Si Tare esl 
symétrique par rapport à la verticale de son sommet, les forces 

X Y 

fictives ayant pour composantes -nfdSf pj-d^ sont elles-mêmes 

symétriques par rapport à cette ligne. Si donc on la prend pour 
axe des j', la somme des moments de ces forces par rapport à 
l'origine des coordonnées et la somme de leurs projections sur 
Taxe des x sont évidemment nulles, c*est-à-dire que la première 
et la troisième des équations (lo) sont satisfaites d'elles-mêmes 
et il ne reste que la seconde 

(n) /Er/* = °' 

exprimant qu'il suffit que la somme des projections verticales des 
forces fictives soit nulle pour que leur équilibre soit assuré. 

Si l'on emploie les équations exactes (9), la première et la troi- 
sième sont aussi satisfaites par raison de symétrie et il ne reste 
que celle du milieu 

OÙ il suffit, comme dans celle (11), d'effectuer les intégrations 
dans l'étendue d'une moitié de l'arc. 

§o07. 

USAftB DSS ÉaUATIOHS BELATIYBS A L'ABC EHGA8TRÉ. — a. Cas général. 
— Soient U et V les sommes des moments relativement à deux 
droites Gx, Gy parallèles aux axes des x et des y menées par un 
point G de la fibre moyenne, de toutes les forces directement 
appliquées comprises entre ce point et l'extrémité gauche de la 
pièce, et soit Z la somme de ces mêmes forces, en sorte que U. 
V et Z sont trois fonctions données des coordonnées x et y du 
point G. 

Soient 

les valeurs de X, Y, Tç répondant à la section extrême A. 
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On aura par définition, en prenant Torigine des coordonnées 

au point A, 

/ Tç:-rTo--Z, 

(i3) X-Xo-i-Tor-U, 

( Yî= Yo-To^H-V, 

ce qui montre que X, Y, T^ sont connus aux trois constantes près 
Xo, Yo, To. Si l'on porte ces valeurs dans les trois équations de 
condition (9) ou (10), on aura exactement ou approximativement 
les valeurs de ces constantes. 

b. Cas d'un arc Sjrmétrique. , — Si Tare et les charges sont symé- 
triques et que, par suite, l'axe des y coïncide avec l'axe de sy- 
métrie, la section du sommet ne supporte évidemment ni torsion 
ni eflTort tranchant, c'est-à-dire qu'en ce point on a 

X = o, Tç=o. 

Soit Y = 3^)0 la valeur du moment de flexion en ce point. Alors 
on aura, en un point quelconque G de la moitié de droite de 
l'arc, qu'il suffit de considérer, 

i Xr^U', 

(M) I Y .-.irt.o+v', 

(t.= z', 

en appelant 2! la somme des forces directement appliquées com- 
prises entre le sommet et le point considéré; U' et V les sommes 
des moments de ces mêmes forces relativement à deux axes pa- 
rallèles aux axes des x et des y, menés par ce point. 
On a ainsi ce théorème de Statique : 

Théorème I. — Si un arc à fibre moyenne plane symétrique 
par rapport au plan de la fibre moyenne et par rapport à la 
verticale de son sommet supporte des charges normales au 
plan de la fibre moyenne et elles-mêmes symétriques par 
rapport à la verticale du sommet : 

\^ L'effort tranchant ou résultante de translation des forces 
élastiques développées dans une section quelconque G de la 
pièce coïncide avec la résultante de translation des forces di- 
rectement appliquées entre le point G et le sommet de l'arc; 
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2** La composante horizontale X de Va^e du couple résultant 
des forces élastiques développées dans la section G est égale à 
la somme des moments relativement à ^horizontale du point 
G, des forces directement appliquées dont il vient d^étre parlé: 

3° La composante Y verticale de cet axe est égale^ à une 
constante près ^o> à la somme des moments de ces mêmes 
forces directement appliquées relativement à la verticale du 
point G. 

II résulte de là qu'il suffit de déterminer la constante 0^o oa le 
moment de flexion au sommet de l'arc, pour avoir les forces 
élastiques en tous les points de l'arc. 

Si l'on porte les expressions (i4) dans l'équation (12), elle 
devient 

d'où 

se réduisant, si l'on emploie la formule approchée (11), à 

(.6) ^0 = ---^, 

. . J El, 

soit, si E est constant 



._/£^. 



(.6') Xo- , 

J '«1 
Si l'on pose 



on aura 



I ''^ - I' 



06') ^0 = -=^ 

J I', 
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Si le moment d'inertie I^^ relatif à la normale à la fibre moyenne 
est constant, on a 

S étant la longueur de Tare. 

Si c'est r qu'on regarde comme constant, 

/ étant la longueur de la corde de Tare. 

Dans cette dernière hypothèse, le moment de flexion ^o «" 
sommet de l'arc est indépendant de la flèche et est le même 
que dans une poutre droite de section constante^ encastrée à 
ses deux extrémités, dirigée suivant la corde de l'arc et sou- 
mise, dans chacune de ses sections verticales, aux mêmes 
charges que celles qui agissent sur l'arc dans cette section. 
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CHAPITRE VI. 

ACTION DU VENT SUR LES FERMES EN CHARPENTE. 

§ 508. 

DOHHiES PBATiaUES B£LàTIVE8 A LA PBB88I0H DU TER 8UB LES Oïï- 
TRAftES D'ABT. — A la suite de l'accident du pont de la Tay, le 
Board of Trade a nommé, le 29 juillet 1880, une commission 
chargée d'étudier la pression du vent sur la superstructure des 
ouvrages d'art établis sur les lignes de chemins de fer. 

Les conclusions du Rapport de cette Commission ont été repro- 
duites dans le deuxième Volume de la Beyue générale des che- 
mins de fer, pour l'année 1881, p. 282, et dans la Chronique des 
Annales d^Oppermann^ pour l'année 1882, p. i3. 

Elles indiquent les conditions généralement exigées aujourd'hui, 
en Angleterre, pour la résistance des ouvrages d'art contre les 
efiets du vent. En voici le résumé : 

1° Il faut admettre, dans le calcul des ponts et viaducs de che- 
mins de fer, une pression maxima du vent de 278^^,43 par mètre 
carré. 

2^ Si le pont ou viaduc est formé de poutres pleines dont la 
hauteur est égale on supérieure à celle des trains, on suppose la 
pression de 278''*, 43 appliquée sur la surface verticale d'une des 
poutres seulement; mais, si la hauteur des trains dépasse celle des 
poutres, on supposera cette pression appliquée à toute la surface 
verticale depuis le bas des poutres jusqu'au haut du train à son 
passage sur le pont. 

3° Si les poutres sont à treillis, on calculera la pression sur la 
poutre exposée au vent en lui appliquant : 

a. La pression de 278*'^, 43 par mètre carré, comme si la poutre 
était pleine, depuis le niveau des rails, jusqu'au haut du train; 
6. Une pression de 278''^, 48 par chaque mètre carré de la sur- 
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face verticale réelle des poutres au-dessous du niveau des rails ou 
dépassant la hauteur du train; 

4° La pression sur la poutre non exposée au vent se calculera en 
supposant que le vent exerce, sur la portion de la surface de cette 
poutre, inférieure au niveau des rails ou dépassant le haut du 
train, une pression : 

a. De iSô*'^, 72 par mètre carré, si la surface des vides ne dé- 
passe pas les I de la surface totale comprise dans l'élévation de la 
poutre 5 

b. De 2o5*'S,07 par mètre carré, si la surface des vides est com- 
prise entre les | et les | de l'aire de la poutre ; 

c. de 273*'8j43 par mètre carré, si la surface des vides dépasse 
les \ de Taire de la poutre ; 

5° La pression du vent contre les arches et les piles des ou- 
vrages d'art devra être calculée, autant que possible, d'après les 
règles précédentes; 

6" Afin d'assurer aux ponts et viaducs un coefficient de sécurité 
suffisant contre les effets du vent, il faudra donner à ces ouvrages 
une solidité assez grande pour supporter une pression du vent 
quadruple de celle qui est prévue par les règles précédentes; toute- 
fois, dans le cas où la tendance du vent à renverser les ouvrages est 
combattue par la pesanteur, un coefficient de sécurité égal à deux 
suffira. 

Dans le premier Volume de cet Ouvrage (§ 173) nous avons 
admis que la pression exercée par le vent sur la toiture des bâti- 
ments ne dépasse pas \\Z^^ par mètre superficiel. 

On comprend que, sur les viaducs de chemins de fer, franchis- 
sant des vallées où le vent s*engouffre, ce maximum puisse être 
notablement dépassé et qu'on ait ainsi été amené à admettre, pour 
de tels ouvrages, une pression maxima de l'jZ^^^^Z. 

A l'observatoire de Bidston, près de Liverpool, on a observé des 
pressions du vent allant jusqu'à 438^^; mais c'est là un cas d'ex- 
ception. A Glascow, elles n'ont pas dépassé 238*'6 et le chiffre 
adopté par la Commission paraît devoir offrir toute sécurité et 
inéme dépasser la mesure, dans certaines des dispositions pré- 
citées, puisqu'un vent de 273*^6 renverserait les wagons. 
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§ 509. 

DIYI8I0H DU PBOBLÉME BEUTIF AUX EFFETS DU TEVT 8UB LES OUTIâttS 
D'ART. — On a observé que le renversement des wagons dontii 
vient d'être parlé a lieu par un vent produisant une pression qui 
varie de i46''6 à igS'^*. On peut admettre en moyenne que, quand 
la pression du vent atteint environ iSo^^^^ les trains ne circulent 
plus. Par suite, il convient de considérer les ouvrages d'art au 
point de vue des actions qu'ils éprouvent de la part du vent dans 
deux cas distincts. : 

i^ Lorsqu'ils portent la surcharge des trains: alors, aux effets 
de cette surcharge, il sufBt d'ajouter ceux d'un vent produisant 
une pression de i5o^8 par mètre carré de surface exposée norma- 
lement au vent; 

2° Lorsqu'ils sont à vide : alors il convient d'admettre une 
pression de 273'^6,43. Dans ce cas, il n'y a pas lieu, bien entendu, 
de compter, dans les surfaces exposées au vent, celle des wagons, 
conformément aux indications des alinéas 2° et 3^ du paragraphe 
précédent. On ne comptera que celles de la superstructure du 
pont lui-même. 

Supposons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse d'un viaduc, 
comme celui de Garabit, formé par deux fermes ou arcs iden- 
tiques entre eux, reliés par des pièces de contreventements et des 
entretoises soit verticales, soit normales à la fibre moyenne. 

Nous supposerons l'ouvrage de structure symétrique par rap- 
port au plan vertical mené par la droite qui joint les sommets des 
deux arcs. 

Les pressions du vent sont donc elles-mêmes symétriques par 
rapport à ce plan. 

Ceci posé, un ouvrage peut périr sous l'action du vent, soit par 
insuffisance de ses attaches aux culées, soit par insuffisance des 
dimensions des fermes principales, soit enfin par insuffisance des 
pièces qui relient ces fermes entre elles. 

On aura donc à résoudre les problèmes suivants : 

Problème L — Toutes les parties de V ouvrage étant suppo- 
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sées solidaires et d^une rigidité absolue, trousser les efforts 
maxima qui tendent à V arracher de ses appuis. 

Problème IL — Les deux arcs étant supposés élastiques, mais 
reliés entre eux d'une façon absolument rigide, trousser les 
forces élastiques maxima qu'y développe le vent soit seul, soit 
concurremment avec les charges qu'ils ont à recevoir, 

ProbiJime III. — Déterminer les efforts les plus grands aux- 
quels peuvent être exposées les pièces de contreventement et les 
pièces de pont ou entretoises, soit verticales, soit inclinées, qui 
relient les arcs. 

Ces diverses forces déterminées, les dimensions à donner à 
toutes les parties de Touvrage s'ensuivent. 

§ 510. 

PROBLÈME II. — Nous commencerons par le problème II qui con- 
siste à déterminer les efforts que supportent les deux arcs supposés 
reliés entre eux d'une façon entièrement rigide, de sorte qu'une 
section transversale faite à travers tout l'ouvrage puisse être re- 
gardée comme restant sensiblement plane dans les déformations 
élastiques produites par le vent. 

L'ensemble formé par les deux arcs peut donc être regardé 
comme une pièce dont la fibre moyenne est située dans le plan 
vertical passant par l'axe longitudinal de la voie. Cette pièce 
unique, nous l'appellerons une arche pour la distinguer de chacun 
des deux arcs dont elle est formée et sa fibre moyenne sera ap- 
pelée la fibre moyenne de l'arche. 

Cette ligne, au point de vue des effets du vent, doit toujours 
être regardée comme encastrée à ses extrémités ; cela est évident 
si les arcs sont eux-mêmes encastrés; mais cela est vrai aussi lors- 
qu'ils sont posés sur tourillons simples, car, dans ce cas, la tan- 
gente à chaque extrémité de la fibre moyenne de l'arche ne peut 
que tourner autour de la droite qui joint les deux extrémités cor- 
respondantes des deux arcs, c'est-à-dire autour d'un axe perpen- 
diculaire au plan vertical qui la contient, mais elle ne peut sortir 
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de ce plan. Comme d^ailleurs les arcs et, par suite, les charges ou 
pressions horizontales produites par le vent sont symétriques par 
rapport à la verticale du sommet de Tarche, nous nous trouvons 
dans le cas 6 du § 507 et la recherche des forces élastiques ne com- 
porte quVine seule inconnue : le moment de flexion ^o dans la 
section faite en ce sommet. 

Il suffit donc de s'occuper d'une moitié de l'arche. 

a. Représentation des pressions produites par le vent. — On com- 
mencera par évaluer les pressions produites par le vent. A cet 
effet, on divisera l'arc exposé en un certain nombre de parties; le 
plus simple est de prendre les parties égales ou inégales détermi- 
nées par les panneaux qui forment le contreventement. 

Ainsi soient en plan (^fig» A, PL XL) CoBo, C|B, les fibres 
moyennes des moitiés de droite des deux arcs, en sorte que C« 
et C| soient les projections horizontales de leurs sommets, et Bo, B| 
leurs naissances. 

Supposons que ces deux arcs soient reliés par des pièces de 
contreventement formées par huit panneaux en croix de sainl 
André, projetés en CoG| i i"', i i" 17!'^ etc. 

Admettons, par exemple, que le vent soufïle dans le sens de la 
flèche, en sorte que c'est l'arc CoB,, qui est directement exposé. 
On appliquera en chacun des points i, 2, 3, ,.., ^ une force 
égale à la résultante des pressions du vent sur les surfaces des 
deux demi-panneaux contigus et au point C© ou o une force égale 
à la pression exercée sur la moitié du panneau CoC| 1 1''. 

On obtient ainsi les forces dont les lignes d'action sont dirigées 
suivant CqC, i i", 22", etc., et que nous appelons les forces 0, 1, 
2,3, ...,7. 

Les surfaces frappées qui fournissent ces forces seront évaluées 
selon les règles établies aux § 507 et 508. 

Soient p la pression du vent par mètre carré et 

*0i *1» *î» •••• *7» 

les surfaces exprimées en mètres carrés, frappées respectivement 
dans la moitié de droite du panneau CoCi i 1" dans les deux 
moitiés contiguës de ce panneau et de celui i i''2 2^, etc. Les 
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forces 0, 1, 2, ... seront respectîvement 

pxsoy pxsu pxsi, 

On devra, suivant les cas, faire />= 278*'*, 45, soit en nombre 
rond p = 273, ou /> = 1 5o. 

Dans certains cas, les surfaces 5o,5|, ... sont les mêmes, que Ton 
considère la pression de o^'ji^^ ou celle de i5o^^. 

Dans d'autres, cela peut ne pas avoir lieu, parce que, dans le 
cas d'un vent de i5o'8, la surface des wagons peut intervenir, 
tandis qu'elle n'intervient pas dans le cas d'un vent de 278^^. 

Convenons qu'un mètre carré sera représenté par une certaine 
longueur, par exemple par 1""; alors, quel que soit />, une force 
de p^^ sera représentée par 1°*™. 

Traçons {Jlg' Ao) le polygone des forces 0, 1, 2, . . ., appli- 
quées en o, I, 2, . . ., 7. Soit /?o 5^0 ce polygone. 

b. Recherche des composantes T des couples élastiques. — Traçons 
le polygone funiculaire OqPo cle distance polaire quelconque ^q 
des forces représentées sur le polygone PoÇo ^^ prenant le pôle o 
sur la perpendiculaire à poÇo menée par/?o et le point de départ Oq 
du polygone funiculaire sur cette même ligne et sur la verticale du 
sommet. 

Ceci posé, la valeur du couple Y, dans une section quelconque 
G {Jlg' A) de l'arche, se compose du moment de flexion inconnu 
J^Q au sommet C et de la somme des moments relativement au 
point G des forces 0, 1, 2, 3, 4, comprises entre ce point et le 
sommet. 

Or l'inconnue 2f^Q doit être telle qu'on ait 

r\ds r Y , 



J h " \ X d^ 



l'intégration étant étendue à tout l'arc ou, si l'on veut, à sa 

moitié. 

dx 
Supposons d'abord que lyj^ soit constant, on aura 

(17') f\dx = o. 

On tracera, comme pour une poutre droite encastrée, une ligne 
m. 14 
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de fermeture Cq^o V^h P^i" raison de symétrie, est horizontale, 
telle que la surface totale comprise entre le polygone funiculaire 
et sa ligne de fermeture soit nulle, telle, en d^autres termes, que 
les deux aires OqCqJq et Jq 6o ^o soient égales. 

Soient ^'^ les ordonnées du polygone comptées depuis Co^o, or- 
données positives ou négatives suivant qu'elles sont au-dessus ou 
au-dessous de cette ligne. 

Supposons ces ordonnées évaluées à Téchelle adoptée pour re- 
présenter les surfaces frappées par le vent, soit en millimètres, si 
le millimètre représente une surface de i"*'. Alors p x z^ repré- 
sente cette ordonnée à Téchelle des forces, et l'on aura 

(i8) Y=/>x^oxVo, 

la distance polaire q^ étant mesurée à l'échelle des longueurs, soit 
à l'échelle du dessin de l'arc. 

Inversement, si on le juge plus commode, on peut mesurer les 
ordonnées à l'échelle du dessin et la distance polaire q^ à l'échelle 
des surfaces frappées. 

On aura, par suite de l'expression (i8), 

■ /^z'o dx = o, 

ou, si l'on divise o©/?© en parties égales ^x et qu'on nomme s, 
l'ordonnée en un point de division 

S-si = o, 

ou enfin, en appelant h la distance inconnue c^olq et Zq les ordon- 
nées comptées depuis a^ ^^ 

2(^0— ^) = o 
OU, si n est le nombre de divisions, 

(19) A=-25o; 

h est la moyenne arithmétique des ordonnées z^ des points de di- 
vision. 
Si l'on suppose, au contraire, I^^ constant, on devra avoir 

S\ds = o 
ou 

Jz'^ ds = o 
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OU 

f{zQ— h)ds= o. 

Si donc l'on divise, non plus l'horizontale o^p^, mais (Jig. B) 
la demi-fibre moyenne CB' de l'arche en n parties égales A5, on 

aura encore 

2(^0— h) = o 
ou 

h sera la moyenne arithmétique des ordonnées des nouveaux points 
de division ainsi obtenus. 

c. Détermination des composantes X des couples élastiques. — La 
composante X du couple élastique dans une section G (Jig* A) 
ou G' en élévation {/ig» B) de la fibre moyenne de l'arche est la 
somme des moments relativement à l'horizontale du point G' des 
forces directement appliquées entre G/ et le sommet de l'arc, forces 
dont les lignes d'action sont représentées en projection horizontale 
par les lignes CoC< , 1 1", 22", 33", etc., et en projection verticale par 
les points C, 1', 2', 3', 4'« Leurs grandeurs sont figurées sur le 
polygone des forces /^o^^o (J^g- Ao). 

On ne change pas les sommes de leurs moments relativement à 
des parallèles à la corde DB' en les faisant tourner d'un angle droit 
autour de leurs points d'application, de façon à les rendre elles- 
mêmes parallèles à cette ligne. Elles auraient alors pour lignes 
d'action les horizontales des points C, i', 2', etc. 

Portons leur polygone des forces sur DB' à partir de D. Soit Dq 
ce polygone identique à celui PoÇo» 

Prenons sur la verticale DC la distance polaire D0'=: 0/>o= Ço 
et, partant de O', construisons le polygone funiculaire O'Cp de 
ces forces. Si ti = g^g est le segment de l'horizontale du point G' 
compris entre le polygone ainsi tracé et la droite CD, on aura au 
point C/ pour X l'expression 

(ao) X=pxqoXri==pxqoX gg\ 

analogue à celle obtenue pour Y et avec les mêmes échelles. 

Il peut être plus commode d'amplifier les ordonnées de l'arc 
pour le tracé de ce second polygone funiculaire. 
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Si on les amplifie, il suffit d'amplifier dans le même rapport la 
distance polaire, pour que le produit de la nouvelle distance po- 
laire par les nouvelles abscisses t^ représente toujours le mo- 
ment X. 

d. Recherche des couples de flexion et de torsion. — On a , au point G\ 
la valeur de X par Téquation (20), celle de Y par Téquation 

Y=/> X goxVo=/> X gox Go^o. 

Si donc, à partir de G', on porte une longueur verticale 

ascendante si z^ est positif, et au bout de celle-ci une longueur 
horizontale ^y'=^^ = 7j de gauche à droite si tj est positif, 
G' y' représente, au facteur p x q^ près, en grandeur, direction et 
sens, l'axe du couple des forces élastiques dans la section (G, G'). 
Soit s cette droite G' y'. 

Projetons la droite GY= X^ sur la normale et la tangente à la 
fibre moyenne en G'; soient vj et Çr les deux projections obtenues. 
On aura, au point G', pour les couples de flexion et de torsion, 
respectivement 

( X = pXg0XC;„ 

( ^ =pxqox^h 

^n et ^t étant mesurés à Téchelle du dessin ou des longueurs, et q^ à 
Téchelle des surfaces frappées par le vent; /? est la pression du vent 
en kilogrammes par mètre carré de surface frappée. 

e. Effort tranchant T;;. — L'efibrt tranchant en un point G' (Jig. B) 
est la somme des forces directement appliquées entre ce point et 
le sommet de l'arc, c'est-à-dire la somme des forces appliquées en 
G', 1', 2', 3', 4'« On la relève directement sur le polygone des 
forces Dq. 

Cette longueur D^" étant mesurée à l'échelle des surfaces 
frappées, on a 

(22) T^^pxDg". 
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§ SH. 

DOniES A ADMBTTBS DAH8 LE PROBLÈME II. — Ayant ainsi les efibrib 
produits par le vent, pour trouver les dimensions à donner à 
chaque arc, on procédera ainsi : 

a. Tension on pression longitudinale. — Aux tensions ou pressions 
maxima que les charges verticales agissant sur le pont produisent 
dans les fibres extrêmes de chaque*arc^ on ajoutera celles que pro- 
duit le vent. 

Les premières ont été obtenues suivant les méthodes exposées 
dans les Chapitres précédents et ont pour expression 

1 
ou, si Ton veut être plus exact, 

Mi/ N 

M élani, en valeur absolue, le plus grand moment de flexion 
et Nia plus grande compression delà fibre moyenne produits dans 
Tun des arcs par les charges verticales, S est la section de cet arc; 
I le moment d'inertie de cette section par rapport à l'axe mené par 
son centre de gravité perpendiculairement au plan de la fibre 
moyenne et u la distance à la fibre moyenne de la fibre extrême 
la plus comprimée (plus généralement de celle des deux fibres 
extrêmes qui supporte une force élastique de même signe que N). 
Sous rinfluence du vent, si l'un des deux arcs qui composent 
l'arche est tendu, l'autre est comprimé. Considérons l'arc qui 
supporte des actions de même nature que celles qui figurent dans 
l'expression ci-dessus, soit, comme nous l'avons supposé, des com- 
pressions. La compression maxima sera 

en désignant par f la distance de la fibre de l'arche entière la plus 
éloignée du plan de sa fibre moyenne ly^; est, comme nous savons, 
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le moment d'inertie de Tarche par rapport à la normale à sa fibre 
moyenne. 

Une section transversale de l'arche coupe les deux arcs et les 
pièces qui les réunissent. Négligeons (ce qui est favorable) ces 
dernières. Alors Iv^ est la somme des moments d'inertie des sec- 
tions faites dans les arcs, ou deux fois le moment d'inertie de l'une 
de ces sections. 

Mais, si l'on appelle — la distance de la fibre de l'un des arcs, la 

plus voisine du plan de la fibre moyenne de l'arche entière, on 
aura 

i,>Vs 



ou 



On a de même 



2 2 



i,<i-s. 



Mais, si /' est la largeur du pont comprise entre les plans des 
fibres moyennes des deux arches, on a très sensiblement 

et l'on peut poser très approximativement 
(23) ït,= Çs; 

par suite, 

et la force élastique totale maximum due aux charges et au vent 

est 

Mu N X 

Elle doit être moindre ou au plus égale à la force élastique R 
qu'on ne veut pas dépasser par unité de surface. On posera donc 

Mu /^ X\ I ^ 
Cette équation contient deux inconnues I et S, de sorte qu'elle 



Ml* 
1 


= R', 


(-?)j 


pourvu que 


R'-+- 


R'=R. 
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comporte une infinité de solutions, parmi lesquelles on choisira 
la plus convenable au point de vue pratique. 

On peut aussi profiter de Tindétermination pour faire en quelque 
sorte que chaque arc soit d'égale résistance à la fois au point de 
vue de la flexion verticale due au moment M et au point de vue 
des efforts provenant de N et X, c'est-à-dire qu'on peut poser 



(M) 



Si l'on veut adopter pour R une valeur de 6^*, par exemple, par 
millimètre carré, on pourra, suivant l'intensité du vent, prendre R' 
égal à i%4^^ ou 5^8, R"' égal à 3^S ou a'^s ou i **, o. 

Pour l'évaluation de X, on adoptera ici la pression du vent 

p = iSO^y 

puisque c'est celle qui ne peut pas être dépassée quand les sur- 
charges existent. 

Il est évident qu'en général ce sera sous les actions réunies des 
surcharges les plus défavorables et du vent que les arcs éprouvent 
le plus de fatigue. Il pourrait se faire toutefois que certains points 
fussent plus fatigués par un vent donnant 2ji^^ de pression agis- 
sant seul, que par un vent de 1 5o^8 agissant en même temps que 
les surcharges. Il sera donc bon de vérifier si les dimensions 
obtenues dans la première hypothèse seront suffisantes dans la 
seconde. Or, si Sf^' est la valeur numérique du moment de flexion 
obtenu en supposant un vent de 273*^8^ il suffira de vérifier que les 
valeurs obtenues pour S sont telles qu'on ait partout 

Si les surfaces des wagons n'interviennent pas, et que X désigne 
le moment de flexion dû à la pression du vent de iSo^s d'abord 
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considérée, celle due à la pression de 273''« sera 

IDO 

b. Forces élastitiaes transversales. — Les forces élastiques langen- 
tielles, ou ayant lieu dans une section même de l'arc, peuvent pro- 
venir soit des efforts tranchants dus aux charges verticales et au 
vent, soit des moments de torsion produits par ce dernier. 

Soit T Teffort tranchant produit dans un arc, par les charges 
verticales, en sorte que sa valeur par unité de surface est 

I 

S' 

elle agit suivant la normale à Parc. 

Soit ^ le moment de torsion dans la même section de Tarche. 11 
fait naître, dans chaque arc, une force élastique maximum égale à 

2 



OU approximativement 






D^ailleurs, on verrait par un raisonnement analogue à celui qui 
vient d'être fait que le moment d'inertie polaire Indiffère très peu 
de celui 1,^ et qu'on peut poser 

(25) Iç=Çs = I,; 

par suite, la force élastique due à la torsion est 

FS' 

T 
Elle a même direction que celle g- et elles doivent être ajoutées 

algébriquement, eu égard à leurs signes, ce qui donne 

D'autre part, soit -^ l'effort tranchant par unité de surface dû 



ACTION DU VENT SUR LES FERMES EN CHARPENTES. 217 

au vent. La force élastique totale se produisant dans la section sera 



Va-)'- 



^e» 



et l'on devra vérifier si cette quantité est partout inférieure à l'effort 
de cisaillement Rc que l'on ne veut pas dépasser. 

Ici encore, on supposera un vent de iSo''^ seulement, en y com- 
prenant, s'il y a lieu, les surfaces des wagons. 

On devra ensuite vérifier que la même condition est remplie par 
un vent de 2'ji^^ régnant sans surcharge, c'est-à-dire que partout 



-i/- 



•Tî'. 



OÙ G' et Tç sont les valeurs de 6 et Tç pour un vent donnant une 
pression de 273*^8, est inférieure à R^.. 

Si les surfaces des wagons n'interviennent pas, on a 

100 ^ i5o ^ 

S et Tç étant la torsion et l'efforl tranchant trouvés pour un vent 
de iSo^^. 

Si certaines des conditions précédentes n'étaient pas remplies en 
quelques points de l'arche, on renforcerait les arcs en ces points. 

§ 512. 

nOBLËHE I. — Le plus grand danger pour l'ouvrage d'être ar- 
raché de ses fondements existe évidemment lorsqu'il ne porte pas 
de surcharge et qu'il est soumis à un vent de ajS''^. Soient, dans 



ce cas 



^M, Si, T,ç 



les valeurs obtenues par les constructions précédentes pour les 
moments de flexion, de torsion et l'effort tranchant aux nais- 
sances. 

Les arcs ont été déterminés de façon à résister à ces efforts; il 
faut qu'il en soit de même des culées. Il faut que les culées résis- 
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lent à un effort tangentiel ou de glissement total 



et à un effort d^arrachement égal à 

que, de plus, les scellements résistent également à ce dernier effort. 

§ 513. 

Problème III. — a. Gontreventements. — Les contreventements 
relient les deux arcs de façon qu'ils soient solidaires pour résister 
au vent, comme l'âme d'une poutre en double T, ou les deux âmes 
d'une poutre à section rectangulaire évidée relient les tables supé- 
rieure et inférieure pour qu'elles résistent solidairement à des 
charges verticales. 

En général, il existe ici deux systèmes de contreventements (ou 
deux âmes), l'un à la partie supérieure des tympans, l'autre du 
côté des intrados des arcs. En général aussi, les contreventements 
sont en forme de croix de saint André. 

Il est clair que les charges verticales ne produisent aucun effort 
sur les contreventements qui, comme leur nom l'indique, n'ont à 
résister qu'au vent. Il faut donc les déterminer dans l'hypothèse 
d'un vent de 273*^8 par mètre carré. 

S'il en existe deux, nous supposerons qu'ils supportent des 
efforts sensiblement égaux ou que chacun d'eux résiste à la moitié 
de l'effort total du vent. 

Il suffit donc de considérer l'un d'eux; supposons qu'il soit 
représenté en projection horizontale {Jig> A) par les croix de 
saint André CqGi 1 1'^, ii"22'', .... 

Nous admettrons que les deux barres diagonales de chaque 
croix supportent des efforts égaux. Cela équivaut à regarder les 
croix de saint André comme composées de deux systèmes simple- 
ment triangulés ou réticulaires, l'un formé par les lignes 11', 
22^, etc., et l'un des deux systèmes de diagonales; l'autre par ces 
mêmes lignes et l'autre système de diagonales. 
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D'après cela, il suflit de considérer Fun des deux systèmes réti- 
culaires. 

Faisons i^fig* B) une section normale à l'arche en G'. Soit 
xGy{Jig. A) l'horizontale de cette section. 

Il est clair que, si nous ne tenons pas compte de la résistance 
des arcs à des actions transversales, tout l'effort tranchant Ti^; 
dans la section est supporté par les barres diagonales comprises 
dans le système réticulaire que nous considérons. 

Chaque barre supporte le quart de l'effort total, soit jT|Ç. 

Donc, si, à partir du point G, on porte une longueur G a repré- 
sentant cette force à l'échelle du polygone des forces {fig> A©), 
puis qu'on mène l'horizontale olt! jusqu'à sa rencontre avec la dia- 
gonale partant de 5, la longueur Ga' est proportionnelle à la ten- 
sion de cette diagonale. Cette tension est égale à 






G a' étant mesuré à l'échelle des surfaces frappées par le vent (en 
millimètres, si un millimètre représente un mètre carré). 

Soit S' la section d'une barre; la tension par unité de surface 
due à l'effort tranchant est 

joxGa^ 

4S' 

Il faut y ajouter celle provenant de la torsion G| . Or, si H est la 
hauteur de l'arc, mesurée suivant la section faite en Gf, la force 
élastique horizontale, par unité de surface que supporte un contre- 



ventement. 


est 




r " 


On peut 


encore 


prendre 


pour \i les valeurs 



à moins qu'on ne veuille tenir compte aussi de la surface coupée 
dans les contreventements, ce qui donnerait sensiblement 
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chaque diagonale supporterait ainsi un effort 

G ? 
p X Gg^ 1 _^ _ p xGa GiH 

~4S "^ î Iç ~ 4S "^ 4U 

C*est d'après cet effort qu'on déterminera les dimensions des 
barres diagonales. 

Les barres perpendiculaires à CqBo devront avoir des sections 
telles que chacune d'elles puisse résister à l'effort tranchant T,; 
dans la section transversale qui la contient, comme on le voit en 
considérant successivement chacun des deux systèmes réticulaires 
et y faisant des sections parallèles aux barres diagonales. 

La construction de l'effort G a' suppose que les angles, tels que 
aGa'= a 55", sont projetés en vraie grandeur. Cela n'a lieu que si 
toutes les pièces du contreventement sont horizontales. Celles du 
contreventement supérieur remplissent, en général, cette condi- 
tion, mais non celles du contreventement inférieur. Pour celui-ci, 
la figure A en représenterait le développement (et non la projec- 
tion) sur un plan horizontal. 

6. Entretoises. — Les deux arcs sont encore reliés par des entre- 
toises dirigées suivant les normales à la fibre moyenne. Ces pièces, 
comme celles de contreventement, ne subissent pas d'action de la 
part des charges verticales; elles n'agissent que contre le venl, et 
ont pour objet d'achever de solidariser les arcs pour les faire 
résister aux effets de la torsion. 

Considérons une de ces pièces, par exemple, celle qui serait 
placée dans le plan normal à l'arc en G', ayant pour trace sur le 
plan vertical {^fig* B) la normale v^Cvi. Ce sera, en général, uue 
poutrelle simplement triangulée ou en treillis, ou à croix de saint 
André; sa longueur est égale à l'écartement des faces intérieures 
de ces arcs, ou sensiblement celui /' des (ibres moyennes de ces 
arcs. 

Supposons-la d'abord simplement triangulée. Soient (^fig- 62, 
p. 222) ad et bV les sections transversales des deux arcs et sup- 
posons la poutrelle formée par les lignes pleines, à savoir les 
barres principales aô, db\ les étrésillons a'c, cV et le poinçon cd* 

Soit toujours G| le moment de torsion au point considéré dû à 
l'action d'un vent de 273*'b. 
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Il produit dans le plan moyen de chaque arc un efibrt par 
unité de surface 

et, si l'oD prend 

S étant la section d'un arc, cet efibrt sera 

L'effort total sur chaque arc est donc sensiblement. 

On pouvait le trouver plus simplement en observant que le couple 
Je flexion 5| équivaut à deux forces verticales F et — F égales 

chacune à j,j agissant aux extrémités de la poutrelle. 

Faisons {fig* B, PL XL) une section transversale x^Çf\yx au 
travers des deux arcs, un peu à droite de la poutrelle, soit un peu 
à droite de G', et considérons la portion de l'arche située à gauche 
de cette section. 

La poutrelle devant être en équilibre sera à plus forte raison en 
équilibre si l'on fixe avec encastrement sa section du milieu cd , 

Faisons abstraction de la résistance transversale des arcs dans 
les parties coupées par la section XsÇf\y\» Alors les extrémités 
de la poutrelle doivent être regardées comme libres et soumises 

l'une à l'action de la force F =.x> l'autre à l'action de la force — F. 

Si l'on y fait une section xy {fig^ 62, p. 222) coupant trois 
barres c6, cb\ c'6', on voit (§ 207) que les tensions t" et t des 
deux barres c6, c'6' sont 

t =-^, 

h étant la hauteur de la poutre. La barre cb est tendue, celle c' b' 
est pressée. 



2^2 
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D'ailleurs i = > en appelant a Tanele cb'b ou 

cosa ^*^ ^ 

«'= — =6'K'. 
cosa 

Si la poutre est à croix de saint André, on admettra que les 
deux barres diagonales supportent chacune une tension \b'K!, 
l'autre une pression pareille. 

Fig. 6a. 




Si la poutre est à paroi pleine, son moment de flexion maxi- 
mum est au milieu et égal à 

G H 

-T X — . 

C'est d'après cette valeur qu'on déterminera son moment 
d'inertie supposé constant. 

Son effort tranchant maximum est -jy ce qui détermine sa sec- 
tion. 

Quelle que soit la structure des poutrelles^ elles sont, en gé- 
néral, toutes pareilles. On choisira donc la valeur la plus grande 
de @i et l'on déterminera les dimensions de toutes les poutrelles 
d'après cette valeur. 
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§S14. 

SU&yEHPLOI DES FORMULES EXACTES. — Toute la difficulté est de 
trouver, pour une pression donnée du vent, le moment de flexion 
Sf^Q au sommet de l'arc. La formule (i5) en donne la valeur. 

Mais nous avons vu que les moments d'inertie I^ et Iy^ sont sen- 
siblement égaux et proportionnels en chaque point à Taire S de 
]a section de l'un des deux arcs en ce point. En observant de plus 
que les coefficients d'élasticité E et G sont constants, on obtient 



Xo=- 



E 
On prend généralement le rapport ^ = 3, d'où 



Gomme S est inconnu, supposons d'abord S ^constant, on 
aura 

RÂIT^ 

Divisons {^g* B, PL XL) l'horizontale en un certain nombre 
de parties égales à Ax en /t parties, en sorte que 

/ 
71 Aa? = -; 

alors on pourra écrire approximativement 

oTGo = — :; — ; — r-r ? 

— E(f) 

OÙ les sommes S se rapportent à tous les points de division ; S V, 
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par exemple, est la somme des valeurs qu'a V aux points de di- 
vision. 

Or, en un point C de la fibre moyenne, U' représente la somme 
des moments relativement à Thorizontale passant par Cdes forces 
directement appliquées entre C et G'; V est la somme des mo- 
ments de ces mêmes forces relativement à la verticale du point G'. 

Les polygones funiculaires des figures B et Ao donnent ces 
grandeurs. On a 

V'=/> X 7oX Ço» 

en appelant Çq {.fig* ^o) l'ordonnée du polygone funiculaire Oo?û 
comptée depuis l'horizontale Oq, Donc 



a?^0= — P ^ ÇO 



.v^^S.^f)^ 



'mr 



La somme SÇq des ordonnées Ço» répondant aux points de divi- 
sion, se mesure directement sur la/lg. Aq. 

A partir de chaque point de division G' (Jtg^ B), portons une 
longueur horizontale r\ et une longueur verticale Ço et construi- 
sons la diagonale du rectangle déterminé par ces longueurs. Pro- 
jetons cette diagonale sur la tangente à la fibre moyenne. La pro- 
jection représentera 

dx ^ dy 

Projetons cette dernière ligne sur la verticale; la nouvelle pro- 
jection sera 

(dx dy\ dy 

"^dl^^'dlJdS' 

La somme des longueurs ainsi obtenues pour les points de divi- 
sion étant doublée donne le second terme du numérateur. 

On a donc ainsi le numérateur sous forme d'une longueur qu'où 
mesurera à l'échelle des surfaces frappées, soit en millimètres si, 
comme nous l'avons supposé, i millimètre représente i mètre 
carré. 

Le dénominateur est une grandeur purement numérique. Il est 
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facile de mesurer sur Tépure, pour chaque point de division, la 

grandeur ^9 c'est-à-dire le sinus de Tangle que la tangente à la 

fibre moyenne en ce point fait avec Thorizontale et de l'élever au 

carré, ou de construire directement (■j-) pour chaque point. On 

prendra, sur chaque tangente à la fibre moyenne, une longueur 
déterminée X, par exemple, 20"°* à partir du point de contact; on 
projettera \ en V sur la verticale, puis de nouveau V en X" sur la 

tangente. La longueur X" mesurée en millimètres représente (-f) 

multipliée par 20. 

Faisons la somme SV' et multiplions-la par 



ao 



-1 ~ 400 ~~ 200' 



nous aurons le second terme du dénominateur. 
Ayant ainsi, en millimètres, la valeur absolue de 

portons cette longueur Aq à partir de l'horizontale Oo/>o (^ff* Aq); 
nous aurons une ligne c^ b\. Ce sera la ligne de fermeture qui rem- 
placera celle C060 obtenue dans la précédente approximation. 
Tout le reste des opérations ne subira aucun changement. En 
effet, on a 

comme précédemment, et 

Y = Xo-h V=jo X go(— Ao-»-Co)=i? X ^0 x-So» 

en appelant z\ les ordonnées du polygone funiculaire compte 
depuis c^b'^y tandis que précédemment on avait 

Y=/? X go x-5'0, 

z'^ étant les ordonnées comptées de c^Lq. 

La substitution de cette dernière ligne à celle c\y^ est donc bien 
le seul changement à apporter aux précédentes constructions, 
irr. i5 
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§ 515. 

GA8 D'UN POHT A P0UTBE8 DROITES. — Si, au lieu d'arcs, on a des 
poutres droites, l'étude des actions du vent ne souffre aucune dif- 
ficulté. L'ensemble des poutres résiste au vent comme une poutre 
encastrée à ses extrémités. Les contreventements étant horizon- 
taux, leurs diagonales ont à résistera P effort tranchant dû au vent. 
Les entretoises verticales sont théoriquement inutiles, la torsion 
n'existant pas. 
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TROISIÈME SECTION. 

PONTS SUSPENDUS A TABLIERS RIGIDES. 



CHAPITRE VIL 

THÉORIE GÉNÉRALE. 

§ 516. 

P0IT8 8U8FEIBU8 RIftIDES G0V8IDÉRÉ8. — Nous considérons une 
ferme de pont suspendu comme composée d'un câble relié, par des 
liges de suspension, à une poutre rigide. 

Dans les ouvrages de grande portée, les parties extrêmes de la 
poutre sont, en outre, supportées par des haubans dits câbles de 
rigidité, partant des sommets des piles ou culées. 

Lorsqu'il en est ainsi, on doit se demander si ces portions de 
poutre doivent néanmoins recevoir des tiges de suspension ou s'il 
est préférable de ne faire régner ces dernières que dans la partie 
centrale de la poutre, celle qui n'est pas directement rattachée aux 
haubans. 

Les ingénieurs américains ont adopté la première solution. En 
France, on préfère, en général, la seconde. 

En réalité, elles présentent l'une et l'autre des avantages et des 
inconvénients, ainsi que nous allons le montrer. 

§317. 

MODE DE rOVCTIORiEMElIT DES POUTRES RIftIDES. — Qu'il y ait ou non 
des haubans, si une poutre droite, dont la fibre moyenne est acb 
{Jig* 63), est reliée à un câble parabolique ACB dans toute son 
étendue, et si une surcharge vient à se produire au milieu c de la 
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poutre, ce point s'abaisse en entraînant avec lui le point corres- 
pondant C du câble, à son tour, le câble se relève vers les côtés : la 
poutre, obligée de suivre le mouvement par le fait des tiges de 
suspension, prend une forme sinusoïdale comme celle indiquée en 
pointillé. 

Fig. 63. 
A B 




Il en résulte que précisément les parties de la poutre supportées 
par les haubans se relèveront et, par suite, les haubans seront dé- 
tendus et fonctionneront incomplètement. 

Si, au contraire {Jig^ 64), les tiges de suspension ne règnentque 
dans la partie centrale fg de la poutre, un poids placé en c abais- 



Fig. 64. 




sera non seulement ce point, mais aussi très légèrement les points/ 
et g^ de façon que les haubans seront tendus; TefTet des tiges de 
suspension sera de relever des portions de la poutre comprises 
entre /et gj de manière que la fibre moyenne affectera une forme 
sinusoïdale avec des flèches plus faibles que dans le cas précédent. 
Ainsi, dans ce cas, il y a avantage à supprimer les tiges de sus- 
pension dans la partie du tablier soutenue par les haubans. 
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Il en sera autrement si nous envisageons les effets d'un fort 
abaissement de température. Ce phénomène aura pour consé- 
quence de raccourcir le câble et de le relever; il soulèvera donc le 
tablier dont la fibre moyenne formera une courbe tournant sa con^ 
cavité vers le bas. Les haubans, par suite, cesseront d'être tendus. 

Si, dans cet état, une charge vient à passer sur le pont, elle sera 
donc, en très grande partie, supportée par le câble et la poutre, 
comme si les haubans n'existaient pas. 

Si donc les parties extrêmes du tablier ne sont pas rattachées au 
câble, il arrivera que, pendant le passage de la charge sur ces 
parties, il n'y aura que la poutre pour la supporter, ce qui pourrait 
avoir des inconvénients. 

On pourrait s'opposer à ce soulèvement de la poutre par 
quelques haubans inférieurs. Nous verrons que ces haubans ne 
supporteraient pas, en général, de grands efforts. 

Supposons à présent un accroissement de température. Le 
câble s'allongera et ce sont les tiges de suspension qui se déten- 
dront. 

La poutre se courbera sous l'influence de son propre poids et 
de celui du tablier en tournant sa concavité vers le haut, et cette 
fois les charges seront portées par la poutre principalement et par 
les haubans, s'ils existent, tant que la poutre n'aura pas pris une 
courbure assez grande pour que les tiges de suspension recom- 
mencent à fonctionner. Il importe que la courbure nécessaire pour 
cela ne soit pas telle qu'elle détermine, dans la poutre, des ten- 
sions trop élevées auxquelles viendraient encore s'ajouter celles 
produites par les surcharges. 

Remarque, — Observons que, si les tiges de suspension ne 
régnent {Jig, 64) que dans la partie centrale FG, le câble sera pa- 
rabolique dans cette partie et rectiligne dans les parties extrêmes. 



§ 518. 

EÈftLE DE RAIUHE. HiCESSITÉ DE LA BEVI8ER. — - On voit, par ce qui 
précède, qu'une poutre reliée à un câble, que ce soit avec ou sans 
l'assistance de haubans, éprouve, en général, des efforts élastiques 
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tout autres que ceux qui se développent dans une poutre librement 
posée sur appuis. 

Rankine a admis que, si une pareille poutre reçoit une surcharge 
quelconque de P''8, les forces élastiques qui s'y produisent senties 
mêmes que celles qui se produiraient dans la poutre supposée dé- 
tachée du câble sous l'influence : 

1° De cette surcharge; 

a® D'une charge fictive ascendante, égale à P*'^ et uniformé- 
ment répartie sur toute la longueur de la poutre, en sorte que, 

pkg 

si /est cette longueur, la charge ascendante serait de —j- pstr mèlre 
courant. 

Cette règle ne paraît, en tout cas, applicable que si la surcharge 
est symétrique par rapport au milieu de la poutre, puisqu'une 
charge non symétrique ne saurait être équilibrée par une charge 
uniforme, quelle qu'elle soit, à moins de faire intervenir les réac- 
tions des appuis, auquel cas la charge ascendante qu'on peut 
adopter devient entièrement arbitraire. 

Elle ne fournil d'ailleurs aucune indication sur les efiels de la 
température, dont il est bon de pouvoir se rendre compte. 

Par ces motifs, elle a besoin d'être revisée et complétée. 

§519. 

BËftLES V0U7ELLE8. — Nous résumons ici très sommairement les 
résultats les plus essentiels qui ressortent de la théorie qui va 
suivre. 

1° Si une poutre posée sur appuis simples à ses extrémités, non 
munie de haubans, de longueur /, soumise à une surcharge 
unique de P^^^ ayant a pour abscisse (les abscisses sont comptées 
depuis l'appui gauche de la poutre), est reliée à un câble, on peutla 
traiter comme si cette liaison n'existait pas, pourvu qu'à la sur- 
charge Pon adjoigne une charge fictive ascendante, uniformément 
répartie sur toute la longueur de la poutre à raison de q^^ par 
mètre courant, g étant fourni par la formule 

<") » = 4l(-7)[-?(-7)]- 
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Si la charge est au milieu, c'est-à-dire si a = -, on a 

25 P 

au lieu de 



3'=T67' 



9=-r 

donné par la règle de Rankine. 

2^ Si la poutre est soumise à un nombre quelconque de sur- 
charges, il suffit de calculer q pour chacune d'elles et de faire la 
somme des résultats obtenus. 

3'' De là résulte, ainsi que nous le verrons, que la règle de 
Rankine s'applique pour uue surcharge uniforme régnant sur une 
moitié du pont, ainsi que pour une surcharge régnant sur tout le 
pont. Dans ce dernier cas, la règle indique que le câble supporte 
la totalité de la surcharge. 

4** Supposons que la température du câble vienne à s'accroître 
de T° (t étant négatif si ]a température baisse) comptés depuis la 
température de pose; il en résulte, dans les tiges de suspension, 
un accroissement négatif ou positif de la tension représenté par 

(*) ^ = — JT^ ' 

/ est la flèche et S le coefficient de dilatation du câble par la 
chaleur; E et I représentent respectivement le coefficient d'élas- 
ticité et le moment d'inertie de la poutre. 

5° A ces tensions q ou ^', il faut ajouter la tension due à la charge 
permanente. 

6° Si la poutre considérée, au lieu d'être simplement appuyée, 
est encastrée à ses deux extrémités, les règles i°, a®, 5° s'appliquent 
encore, mais la valeur (a) de q doit être remplacée par celle ci- 
après 

(a') ^ = 3o^^(.-y). 

7° Si une poutre de longueur / est reliée à un câble par une 
partie centrale de longueur /q 6t soutenue à ses extrémités sur des 

longueurs "" ^ par des haubans, on peut, au point de vue des 
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charges, traiter la travée centrale de longueur /q comme si elle 
était encastrée et appliquer la formule (a'), en y remplaçant / 
par /o* 

En ce qui touche la température, s'il s'agit d'une diminution de 
température, les haubans ne résistant pas à son effet (§ 517), il faut 
appliquer la formule (6). Le résultat obtenu étant évidemment 
plus défavorable que s'il s'agit d'un accroissement de température, 
puisque alors les haubans résistent, il n'y a pas, en général, à consi- 
dérer ce dernier cas. 

8** Pour le mode d'application de ces diverses règles et les corol- 
laires qui en découlent, les charges les plus défavorables, etc., on 
ne peut que renvoyer aux paragraphes qui en traitent dans la suite 
de ce travail. On ajoutera cependant que le moment maximum M, 
qu'une charge isolée de P^^ produit sur une poutre de longueur /, 
reliée à un câble, est : 

(a). Si la poutre repose sur appuis simples, M= o,o85P/; 
(6). Si elle est encastrée, M = o,o6 P/. 

§ 520. 

rOBMULE ronAHEHTAlE. — Soit (Jig. 65) AC6 un fil élastique de 
section constante ou variable suspendu à ses extrémités et en équi- 
libre sous l'influence de charges verticales uniformes ou non. 

Supposons que ces charges viennent à être modifiées dans un 
rapport constant quelconque; la courbe restera en équilibre ; mais 
la tension, en chacun de ses points, sera augmentée dans le 
même rapport que les forces et sa longueur totale sera un peu 
accrue en raison de l'élasticité du fil ; soit AC'B sa nouvelle forme, 
qui sera très peu différente de celle qu'elle avait d'abord. 

Si les charges sont modifiées dans un rapport qui, sans être ri- 
goureusement constant, varie très peu d'un point à un autre, la 
nouvelle courbe d'équilibre différera encore très peu de la pre- 
mière. 

Réciproquement, si les charges qui agissent sur un fil en équi- 
libre ACB viennent à être modifiées d'une façon très notable, 
mais néanmoins telle que la nouvelle forme d'équilibre qui eo 
résulte pour le fil soit très peu différente de la première, on peut 
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aflirmer que toutes les charges n'ont pu être modifiées que dans 
un rapport sensiblement constant. 

Supposons qu'il en soit ainsi. Rapportons le fil à deux axes de 
coordonnées, Vun Ox horizontal, Tautre 0^ vertical descendant. 

Soient z l'ordonnée d'un point M de la courbe primitive ré- 
pondant à l'abscisse x et z' l'ordonnée du point M' répondant à la 
même abscisse, après la déformation. 

Fig. 65. 




Soient s et s' les longueurs ACB et AC'B des deux courbes ou 
plus généralement de deux portions correspondantes quelconques 
de ces courbes. 

Si t est l'accroissement de tension qui s'est produit dans un élé- 
ment dsj par suite de la modification apportée aux charges, il en 
résultera, pour cet élément, un allongement 

t ds 

en désignant par So la section du fil et par Eq le coefficient d'élas- 
ticité de la matière qui le compose. 

Si, d'autre part, la température de pose a varié de t**, t étant 
positif ou négatif, suivant qu'il y a eu accroissement ou diminution 
de température et si 8 est le coefficient de dilatation du fil par la 
chaleur, l'élément ds aura encore subi un allongement positif ou 
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négatif égal à St ds, de sorte que sa longueur définitive ds' sera 



rf, = e&(.+ S,+ g^). 



On déduit de là, pour rallongement total s' — s d'une portion 
quelconque du fil de longueur primitive s, comptée depuis l'origiiie 
des Sj une première expression 

I r'tds 

Mais, si Q estPaccroissement de tension subi au point où la tan- 
gente est horizontale ou, si Ton veut, l'accroissement produit dans 
la poussée de l'arc, l'accroissement correspondant de la tension en 
un point quelconque M sera 

Si, de plus, comme cela a lieu pour les ponts suspendus, on 
suppose la section du fil constante, on aura donc 



<•) •■-— ^X'S— &X"h(i)>' 



UQ ^0 



en appelant Xq et Xi les abscisses des extrémités du fil ou, plus 
généralement, de la partie du fil que l'on considère, quelle qu'elle 
soit. 

D'autre part, on a 



'=r-v/^^^W' 



et, en appelant z' l'ordonnée du point d'abscisse x après la défor- 
mation, 

en appelant àxo et Aa?i les projections horizontales des déplace- 
ments des deux extrémités de la partie du fil que l'on considère, 
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c^est-à-dire les variations qu'ont subies les abscisses Xq et j?i, et 

la différence des valeurs obtenues en remplaçant successivement, 
dans la quantité, entre crochets, l'abscisse x par ses valeurs 
extrêmes Xi et Xq et retranchant la seconde de la première. 

De là, on déduit, pour l'allongement sf — s d'une portion quel- 
conque du fil, cette nouvelle expression 



■f 



d(z'+z) ^^ d(z'-z) 






Soit 

z' — z = \z 



la quantité très petite, positive ou négative, dont s'est abaissé le 
point M^ on pourra écrire, en négligeant les quantités de l'ordre 
du carré de A^, 



Égalant les deux expressions (a) et (P) trouvées pour l'allonge- 
ment s' — 5, on aura 

/dz^ du 

Si, comme il arrive en général, le câble est très surbaissé, on 
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pourra négliger (-t-) devant l'unité, ce qui donne 






Supposons à présentie (il ACB ou, plus généralement, une por- 
tion quelconque de ce fil reliée à une poutre droite par des tiges 
de suspension. 

Les tiges de suspension, dans un pont suspendu, travaillent tou- 
jours à de faibles tensions et leur allongement est négligeable 
devant le balancement général du pont. Il en résulte que, partout 
où régnent les tiges, l'abaissement positif ou négatif A^ d'an 
point M du câble est égal à celui du point correspondant m de 
la fibre moyenne de la poutre ab {fig- 65, p. 233). 

Nous désignerons l'abaissement du point m par la lettre j', en 
sorte que partout où régnent les tiges de suspension, c'est-à-dire 
partout où le câble a la forme parabolique, on a 

Convenons d'appliquer la formule (i) à cette partie du câble 
représentée par l'arc FG {Jîg* 64, p. 228), les points F et G coïn- 
cidant respectivement avec À et B si les tiges de suspension existent 
partout. Nous pourrons, par suite, remplacer, dans les formules, 
A^ par j'. Soient ao et a, les inclinaisons sur l'horizontale des tan- 
gentes FA et GB aux extrémités de la partie courbe du câble, en 
sorte que, pour j?= a:©, on ait 

dz 

5Î = '^"^*^ 



et, pour x=^ x^, 

La formule (i) devient donc 



dz ^ 



— dx->r 



/»'■• dz^ dy^ 
I dx dx 

I / 7dz~\* "*" ^ cos ai cos ao 



= OIS -+- 
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et la formule approchée (i bis) devient 



('') jf '^g^u.A^.-A^o = 8x5-+-. 



i^o^o 



Comme cette dernière est, en général, très suflisante dans la 
pratique, nous nous bornerons à la développer, en indiquant, 
chemin faisant, les légères modifications qui permettraient de 
développer de même la formule (i'). 

On sait que, dans toute la longueur d'une poutre droite, quelle 
qu^elle soit, fût-elle à plusieurs travées solidaires, non seulement 
l'abaissement y d'un point de la iibre mo^'Cnne, mais aussi les 

deux premières dérivées -^ et -j^ de cette fonction varient sans 

aucun saut brusque, même au passage des piles. Il en résulte 
qu^on peut appliquer au premier terme de chacune des formules (i') 
ou (i") l'intégration par parties en y regardant le coefficient de 

-^ comme une différentielle exacte. On aura, pour la formule (i"), 

x>:g-=rs-=-(i),-(i).-r'S"- 

La formule fondamentale des poutres droites 

d^y __ M 
dx* ~ El' 

où E est le coefficient d'élasticité et I le moment d'inertie constant 
ou variable de la section de la poutre, donne d'ailleurs 

Par suite, 

et la formule (i") devient 

Q(a7,— ry) 



g/ ^j(^-^i)^=^o~A:r»-(^,-Zo)(^^)^ 



• ÔX5 - 



EqSo 
Mais, au degré d'approximation où nous nous plaçons, comme ot 
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est déjà très petit, le produit St5 peat être confondu avec 

8T(rC| — aro), 

puisque x^ — j^o est la projection horizontale de l'arec = FG. De 
même, les allongements positifs ou négatifs des tangentes A£ 
et GB peuvent être confondus avec ceux de leurs projections hori- 
zontales; d^ailleurs ces derniers, puisque les points A et B sont 
fixes, sont représentés par A^q et — ^X\. Donc A^r© — AjTi est 

rallongement total des tangentes AF et FG; 8t5 — p ^ est 
celui de la courbe FCG. Donc 

est rallongement de tout le fil ACB. 

En le confondant avec celui de sa projection horizontale ab 
que nous désignerons par /, il sera représenté par 



Donc 



(^-&)' 



formule vraie en négligeant (-^) devant l'unité, quelle que soit 
la forme dujil{* ). 



(') Il est facile de comprendre comment les mômes considérations s'applique- 
raient à la formule exacte (i'). 

On peut, dans cette formule, remplacer Ax^ et Ax, par leurs valeurs en fonc- 
tion des déplacements verticaux des points / et ^ de la poutre, déplacements 
que nous appellerons j', et y,. En effet, les composantes du déplacement du point 
F parallèlement aux axes sont 

àx, et y,, 
La projection de ce déplacement sur AF est donc 

Tel est l'allongement positif ou négatif de AF. 

La longueur AF, si Ton appelle a, et b^ les coordonnées du point de suspen- 
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Supposons les points F et G de niveau et prenons la droite FG 
pour axe des x^ en sorte que 

^j) = ^, = o. 
On aura 

et, si l'on prend le point F pour origine des coordonnées et qu'on 
désigne par /© la longueur/^, 

Cette formule est identique à celle qu'on obtiendrait pour dé- 



sion A, est 

Donc rallongement de AF par unité de longueur est 

\x^ cos a„ -^y^, sin a„ 



( j?. — aj cosa, -t- (^0 — ^) sinao 



Mais cet allongement est dû à la température et à la tension de AF. L'allonge- 
ment par unité de longueur dû à la température est 6t; celui dû à la tension 

est „ ^^ • Donc 

E.S^cosa, 

(2) A^,cosa,+r,sina„ ^ g^ ^ Q__^ 

(j?, — aj cosa,-+-(^„-Z>J sina„ E.S.cosa, 

On aurait de même 

Aa?, cosa, -f-^'.sina, __/'» Q \ 

(a?, — a,) cos a, -h (z, 6,) sin a, ~ \ E„S,cosa,/ 

se réduisant, si Tangle a^ est très petit et Tangle a, très voisin de 180", à 

Aj:, = (^6T + g2^J(a:.-a.). 

Les formules (2) et ( 2') donnent les déplacements horizontaux des points F et G 
en fonction de ceux des points correspondants/ et g. Celles (a") donnent direc- 
tement leurs valeurs approchées. 

Ceci posé, pour intégrer par parties, observons que, la courbe considérée étant 

une parabole, la dérivée seconde ^-^ de son ordonnée par rapport à son abscisse 
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terminer la poussée de Tare, sMl était rendu rigide, en lui suppo- 

E 

sant une section de moment d*inertie I et d'aire c^Sq. Le terme 

lio 
EO 
pr^ /serait celui provenant de la compression de la fibre moyenne. 

Or on sait que, dans les arcs aussi surbaissés surtout que le 
sont les ponts suspendus, ce terme est négligeable. On peut donc 
écrire les formules ci-dessus 

X'' M 



est UDC constante. Nous pouvons, par suite, écrire 



/ 



-f- X -f- dx ^x, 

dx dx 1 r*^ 



•"éxr^'^v^^fëy 



a[^s I cos a, cosa, J^ dx' \' 

dX' 

Les formules des poutres droites rappelées plus baut donnent, par suite. 



/ 



dx dx 



d^yi^Jx^ ^\dx cosolJ \cosa, cos%^/\dxJ»j 

dx' 

En portant cette valeur dans l'équation (i'), elle devient 
J^^ )ii\dx coszj \cosa, cosoij\dxj„ 

dx'l cosa, cosa, ^o^oJx^ L \dx; i J 

(Si les tiges de suspension régnent sur toute la longueur du pont, les points F 
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§ 521. 

MODE D'EMPLOI DE LA FOBMULE FONDAMEnALE. — Nous supposons 
que le câble parabolique supporte la charge permanente qui règne 
sur la portion de poutre qui y est suspendue. 

C'est, en effet, là son rôle, la poutre ne devant intervenir que 
s'il y a des charges accidentelles, pour réduire les balancements que 
celles-ci tendent à provoquer. Ainsi, sous l'influence de la seule 
charge permanente, la fibre moyenne de la poutre est censée ri- 
goureusement rectiligne. Si po est cette charge par mètre courant. 



et G coïncident avec les points fixes A. et B du câble. On a J^^ = lx^ = o.) 

Calculons les éléments qui entrent dans la dernière formule en supposant, 
comme il arrive toujours dans la pratique, la courbe très surbaissée. 

Soit a6 =: / la portée de la poutre ou de Tare AB ; 

Soient /g = l^ la projection horizontale de la partie parabolique FG et / la 
nèche de cette partie, c'est-à-dire l'ordonnée verticale comprise enlre le milieu 
de la corde FG et la parabole. 

Prenons le point F pour origine, en sorte que x^ = z^ = o et soient a:, = l^ et 
z^ = b les coordonnées du point l. L'équation de la courbe sera 



<r<)ii 



On a 



dx 



z = 




(l>- 


*0 


dx 


= — 


8/x 






d'z 
d^ 


=- 


8/ 

"n' 



ds , / idz\' 

_ I /dz Y i^ /dz y 
"'"*■ 2 \dx) ""8 \dl) ' 



dz ^f-\-b 
Si, dans cette formule, on fait J? = o, soit -r— = ^^ , on a 



cosa. 
Si Ton y fait x = /„, on a 

I 



cosa. 



Eo négligeant les termes en (;y— ) > on retrouverait la formule approchée (2) 

du texte. 

m. 16 
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ce sera aussi là la tension des barres par mèlre courant de tablier. 

Supposons à présent qu'il se produise une surcharge quelconque 
composée d'autant de forces qu'on voudra et un changement quel- 
conque de température. 

Le câble restant sensiblement parabolique, la tension p^ des 
barres sera, en vertu de la remarque faite au commencement du 
paragraphe précédent, amplifiée dans un rapport constant, c'est- 
à-dire qu'elle sera encore uniforme. Soit /^o + g^ sa valeur; c'est 
la constante q qu'il s'agit de trouver. 

Si on la connaît, on pourra considérer la poutre comme déta- 
chée du câble, à la condition d'adjoindre aux charges qui la solli- 
citent réellement la charge fictive ascendante /Pq -t- q- 

Or les charges appliquées à la poutre se composent : 

1^ De la charge permanente p^ ; 

2,^ De la surcharge donnée quelle qu'elle soit. 

Les forces descendantes p^ provenant de la charge permanente 
neutralisent celles ascendantes pareilles provenant de p9-\-q\ 
on peut donc faire abstraction de la charge permanente et envi- 
sager la poutre comme une poutre ordinaire, c'est-à-dire détachée 
du câble et soumise : 

1° A la surcharge seulement; 

7.^ A une charge fictive ascendante uniforme de q^^ par mètre 
courant. 

Soient M, le moment de flexion que la surcharge seule produi- 
rait sur la poutre si elle n'était pas reliée au câble; soit m le mo- 
ment de flexion que, dans les mêmes conditions, produirait une 
charge uniforme descendante de i^^ par mètre courant, de sorte 
que M, et m sont deux fonctions de l'abscisse x qu'on détermine 
par les méthodes ordinaires relatives aux poutres droites. 

Le moment de flexion, produit en réalité sur la poutre regardée 
comme liée au câble, sera 

(6) M = M^. — ^m. 

Il sera donc connu dès que l'on connaîtra la constante q. 
On aura, par suite aussi, l'accroissement Q que la surcharge et 
la température déterminent dans la poussée de l'arc parla formule 
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connue 

poussée qui viendra se joindre à celle 

due à la charge permanenle. 

Remplaçant dans (5) le moment de flexion M par sa valeur 
(6), on aura 



'0 

d'où 



Jq t Eût/ 



{^ bis) q = 



qui donne la valeur de q. 

On voil que la valeur de y, par suite aussi le moment de flexion et 
la poussée dus aux actions simultanées d'une surcharge et d'un 
changement de température, s'obtiennent en ajoutant les efiets 
dus à chacune de ces causes agissant séparément. 

Si l'on appelle q la valeur de q due à la surcharge, on a 

(9) q = q'=^ ' ' 



''mzdy' 



.['! 



Cl, si le moment d'inertie de la poutre est constant, 

M^ z dx 
{i^bis) q=zq .= —--^ . 



r 



m z dx 
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Si </" est la valeur de q due à la température, on aura 

(lO) q^q"^-^ 






*mzdx 



(lo bis) Ç = Ç = :j; 



/ 



mzdx 





suivant que I est constant ou variable. 

Dans toutes ces formules, le dénominateur est à former une 
fois pour toutes; le numérateur varie seul avec le mode de sur- 
charge. 

D'ailleurs l'ordonnée de la parabole, si /est sa flèche, est 

(II) z= ^-(xilo-x). 

Comme dans tous les problèmes de résistance, on commenceni 
par faire abstraction de la température et Ton supposera la section 
inconnue de la poutre constante. 

La formule (9 bis) donne alors la valeur de q due aux diverses 
surcharges qu'on peut avoir à considérer; la formule (6), le mo- 
ment de flexion correspondant en chaque point de la poutre, ce 
qui permet d'en déterminer le moment d'inertie constant ou va- 
riable de manière à en faire un solide d'égale résistance, par la 

formule 

MA __ 

h étant sa hauteur et R la tension maxima à laquelle on veut la 
faire travailler. 

On pourrait aussi trouver d'emblée et exactement le solide 
d'égale résistance répondant à une surcharge donnée par la mé- 
thode indiquée d'abord par M. l'Inspecteur général des Orgeries 
pour les poutres ordinaires et que nous avons depuis étendue aux 
arcs ('). 

Ayant la valeur de I, on peut étudier les valeurs de q dues à la 



(') Voir Note I à la fin du Volume. 
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température par l'une des formules (lo) ou (lo bis); les formules 
(7) et (6) donnent ensuite, l'une la poussée que la température 
détermine dans l'arc, l'autre le moment de flexion qu'elle déter- 
mine dans la poutre, ce qui permet de rectifier, s'il y a lieu, la 
valeur d'abord trouvée pour le moment d'inertie de façon que la 
poutre résiste aux effets de la température. 

Les valeurs obtenues pour la poussée permettent, d'autre part, 
de déterminer la section de l'arc qui, elle, est toujours constante 
dans la pratique. 

En ce qui touche la température, on voit qu'une augmentation 
de température donne une valeur négative de q et, par suite, de 
la poussée de l'arc. Donc, pour avoir la valeur maxima de cette 
poussée et calculer définitivement la section de l'arc, il faut sup- 
poser celui-ci à la température la plus basse possible, comme cela 
est évident a priori, ce qui donne à t une valeur négative. 

Au contraire, pour placer la poutre dans les conditions les plus 
défavorables, il faut supposer t positif, en sorte que la valeur ( lo) 
de la force ascendante (laquelle soulage naturellement la poutre), 
soit la plus petite possible. 

Théoriquement, la charge et la température pourraient être 
combinées de façon que la valeur totale (8 bis) de q soit nulle ou 
que la poutre se trouve dans le même cas que si elle n'était pas rat- 
tachée au câble. Mais cela n'arrive pas dans la pratique. 
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CHAPITRE VIII. 

APPLICATION AU CAS OU IL n'y A PAS DE HAUBANS. 



§522. 

APPXIGATIOH DE LA FOBKULE rOimAlIEnALE AU CAS OU U VT A PAS DE 
HAUBAHS. — La marche qui précède est générale, quel que soit 
le mode d'attache de la poutre, fût-elle à travées solidaires. 

Nous allons l'appliquer au cas d'une poutre à une seule travée 
et en supposant d'abord qu'il n'y ait pas de haubans. 

Alors la portée Iq du câble parabolique sera égale à celle de la 
poutre que nous avons appelée /. 

Le moment de flexion m produit dans une poutre à deux appuis 
simples par une charge uniforme de i^^ est 

(.3) m=-I^i^:£-) 



et, comme 



z=^x(l~x), 



le dénominateur de (9 bis) est 
4/ 

et la tension produite dans les barres de suspension par une sur- 
charge quelconque est 

(l5) q = q' := — I MsX{l — x)dx. 

Celle due à la chaleur est 
(i5) . y = ^' = — 



fl' 



APPLICATION 


AU 


CAS 


OU IL 


NT A Pi 


iS 


DE 


HAUBANS 


sî I est constant, 


et 
















(i5') 


^ = 


= ^' 


= — 




E3t/3 










mT{l — xy 

I 


dx 
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si I est variable. 

On voit que la température influe d'autant moins que la lon- 
gueur de la poutre est plus grande. 

I® Snrcharge uniforme. — Pour une surcharge uniforme de ^/s 
régnant sur toute la longueur de la poutre, celte première approxi- 
mation ne peut fournir que q^= psy c'est-à-dire qu'une telle sur- 
charge serait entièrement supportée parle câble. Cela est d'accord 
avec la règle de Rankine, et cela est évident a priori; car, sous 
une surcharge uniforme, le câble reste rigoureusement parabo- 
lique; si donc on néglige, comme nous le faisons, son allongement 
soit élastique, soit calorifique, il conserve rigoureusement sa 
forme, puisqu'il ne peut exister qu'un seul arc de parabole d'axe 
vertical, de longueur donnée, dont les extrémités sont deux points 
donnés. 

Par suite, la poutre reliée à l'arc ne subira elle-même aucune 
flexion. 

Cela ressort bien aussi, sans calcul , de la formule (9 bis). En 
eflety le moment de flexion M, dû à une surcharge uniforme de 
Ps^* est égal à ps fois celui dû à une charge de i^^; donc 

Ms=psm 
et, par suite, 

/ nixil — x)dx 

(16) ^=^,11-^ =p„ 

I mx{l — x)dx 

Ainsi, pour une surcharge uniforme, on est amené à construire 
le câble de façon qu'il puisse, à lui seul, supporter cette surcharge, 
ainsi que la charge permanente. 

Ce résultat de l'Analyse n'a rien que de naturel. Le câble, on 
l'a déjà dit, est fait pour porter les charges uniformes et la poutre 
ne doit intervenir que quand il se présente d'autres surcharges, 
de celles que le câble ne pourrait pas porter sans se déformer con- 
sidérablement. 
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2"^ Surcharge isolée. — Supposons à présent une surcharge isolée 
de P'^s placée à une distance a de Textrémité gauche de la poutre. 

D'après la théorie des poutres posées sur deux appuis, le mo- 
ment de flexion M^ produit est, à savoir : 

A gauche de la surcharge, soit pour a: < a, 

(17) M, = P^^; 

à droite de la surcharge, soit pour x >► a, 

(17 bis) M, = Py(/ — ;r). 

Donc 

f Msx(l — x)dx= ^^^7""^ f x^{l^x)dx-h^ f x{l-xfdj. 
La première intégrale est 

* '0 

et le premier terme du second membre est, par suite, 

Pg3(/_g)(4/_3a) 
12/ 

Le second s^obtient en changeant, dans le précédent, a en / — 2, 
ce qui donne 

12/^ ^ ^ * 

Par suite, 

(18) / ^\sx(^l — x) dx = , 

et par la formule (i5), 

5Pa/a\/aa«\ 

(19) ^ = -7('-7J('-^7-7^j- 

P 

Selon la règle de Rankine, ce serait y > quel que soit a ou quelle 

que soit la position de la charge. Nous trouvons, comme cela doil 
élre, que q varie avec cette position. 
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Si la charge est au milieu, 7 = r> 
(ao) ç=p. 

. . . P 

Cette valeur de q est environ une fois et demie celle j que don- 
nerait la règle de Rankine, tandis que, si a est voisin de zéro ou 
de /, c'est-à-dire si le poids P est près d'un appui, nous trouvons 
g beaucoup plus faible que Rankine. 

Le moment de flexion véritable en un point de la poutre est 

M = M, — qm, 
ou 

(2i> M = M, — ^— ^ , 

soit, pour a: < a, 

l '1 

et, pour ^ > or, 

{■^1 bis) M=-j-{l — x) — ^ — ^^ ' 

Si la charge est au milieu, ou a, sur la première moitié de la 

poutre, 

-. Par 25 P ., . 

ou 

,,„ M = i^[,--(,-f)].-(.î-„). 

el, sur la seconde moitié, les valeurs de M s^obtiennent en chan- 
geant dans les précédentes :r en x. 

On voit que le moment de flexion change de signe pour 

ar = ^/ = o,36/, 

soit à un peu plus du tiers de la longueur de la poutre à partir 
de chacune de ses extrémités. 

En ces points, la fibre moyenne présente des inflexions. 

Entre chaque extrémité et le point d'inflexion, il y a un mini- 



25o 3* SECTION. — CHAP. VIII. 

mum pour 
ayant pour valeur 

Depuis le point d^'nflexion jusqu^aii milieu de la poutre, le 
moment de flexion est positif et il atteint au milieu son maximum 

(24) Mmax = TiiP/, I 

i 
tandis que si la poutre n'était pas reliée à Tare, ce moment maxi- 
mum serait 

soit environ 4)5 fois plus grand. 

§ 523. 

ACTION B'UH POIDS TOTASEUB SUR UHE SECTION BOHXtE. — D'après les 
formules (19), (22) et (22 bis), le moment de flexion produit dans 
une section donnée d'abscisse x par un poids P dont la position 
est définie par l'abscisse a est : 

I** Si le poids est à gauche de la section, c'est-à-dire pour j*> a, 
,., M=-iip^l,-ff(,-|)[,.?(,-î)]j; 

2** Si le poids est à droite de la section, soit pour x < a, 

(*) ^'= 2 r- 2 -7- 7L'-7('- 7)\V 

3" Si le poids est dans la section même, soit pour ^ =r a, 
,_ ., Pt{1-x){ 5x/ x\[ xf x\W 

ou, en posant, pour abréger, 

(^) î('-î)=z. 

(rf') M = P/Z[i-|Z(i-+-Z^]. 
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Si dans les formules (a) et (b) on laisse x constant et qu^on 
fasse varier a, on se rendra compte de Pinfluence que le poids P 
produit sur une section donnée de la poutre pendant qu'il par- 
court le pont. 

Pour discuter ces formules, le plus simple est de se servir d'un 
artifice analogue à celui qui, dans la théorie des arcs, nous a con- 
duit à la considération de la ligne de poussée. 

A cet effet, multiplions les formules (a) et (b) par le produit 

4/ 

qui, pour une section donnée d'abscisse x, est un paramètre con- 
stant. On obtient, en appelant 



M4/|(.-|) 



l'ordonnée de la parabole qui forme le câble répondant à une 
abscisse a, 



_ d/* _ 5 P 



li-h) 



^^^ VX{1 — X) "^ IX 2 

et 

^""'^ p^c/-:r) i(i^x) 2 iv 4/y 

Les derniers termes de ces deux équations sont les mêmes et ne 
contiennent pas le paramètre x. Donc ils restent les mêmes pour 
toutes les sections sur lesquelles on veut étudier l'influence du 
poids mobile. Construisons une fois pour toutes la courbe ayant 
pour abscisses a et pour ordonnée ce second terme, soit 

C'est une sorte de parabole passant par les appuis a et h de la 
poutre et symétrique par rapport à son milieu O {fig. 65, p. 25 1). 
En ce point on a ^ =/. L'ordonnée est donc 

5 5 f _^f 
2 4 r " 8 /' 

Convenons de prendre j pour unité et de représenter ce rapport 
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par une longueur donnée, par exemple par o™,oi, en sorte que 
l'ordonnée 00' de la courbe cherchée est ^ de centimètre. 
La tangente à l'origine a a pour coefficient angulaire 



Son équation est donc 



Pour X =^ -y 

2 



soit o*",o5. 



5 4^ / 

5 7r = '^7T 



= io/r. 



r = 5/, 



Fi g. m. 



Jb «' 


C/ 


f 


0. '\ *•• 


1 / /j^ 


P 


\ 


\ 1 

\ 1 

\ 1 


O/ 




( 


) * 



On obtient donc facilement cette courbe aO'b. C'est celle que 
nous appelons la ligne de poussée, parce que chacune de ses or- 
données représente, à un facteur près, la tension q produite dans 
les tiges de suspension et, par suite aussi, la poussée Q produite 
dans l'arc par le poids voyageur à l'instant où il est dirigé suivant 
cette ordonnée. 

Construisons à présent pour l'équation («i ) la droite dont l'or- 
donnée est 

4/? 

Ix ' 
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Elle passe par l'origine et, pour a = j?, son ordonnée est 

/ ■ 
De même, pour Téqualion (6|), la droite dont l'ordonnée est 

/ It-X 

passe par le point b et, pour a = x, son ordonnée est aussi ^■ • 

Menons donc une fois pour toutes l'horizontale kk' dont l'or- 
donnée est-y > soit o™,o4- On voit qu'elle passe un peu au-dessus 

du sommet O' de la courbe aO'6. 

Je dis qu'ayant tracé la courbe aO' b et l'horizontale A'A'', nous 
pouvons étudier l'inlluence d'un poids mobile (et, par suite, celle 
d'un convoi mobile) sur chaque section de la poutre. 

Il suffit de s'occuper des sections placées d'un côté du milieu, 
par exemple, à gauche, les choses se passant symétriquement pour 
celles de droite. 

Il y a deux cas à considérer suivant que la section est à gauche 
ou à droite du point i où la tangente en a à la ligne de poussée 
coupe la droite kkf. 

Soit d'abord une section X à gauche de i. Elle coupe la ligne 
de poussée et la droite kk' en x et jcf. Joignons ce dernier point 
aux extrémités a et 6 de la poutre. On voit qu'à l'échelle adoptée 
les premiers membres des équations {a%) et {b^) sont représentés 
par les portions d'ordonnées comprises entre la ligne de poussée 
et le contour brisé ax' b. 

Chacune de ces coordonnées est donc proportionnelle au 
moment de flexion M que le poids voyageur P détermine dans la 
section X lorsqu'il est placé suivant celte ordonnée. 

De là je conclus que, quand le poids P parcourt la poutre en 
cheminant de a vers 6, le moment de flexion qu'il détermine dans 
la section X est positif tant que ce poids est à gauche de la section ; 
il va en croissant à mesure que le poids voyageur s'approche de 
la section, passe par un maximum que j'appellerai son maximum 
positif, lorsqu'il se trouve dans la section, décroît ensuite en 
s'en éloignant vers la droite jusqu'à devenir nul quand le poids 
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est sur la verticale du point s où la droite x' b coupe la ligne de 
poussée ; puis il devient négatif, croît de nouveau en valeur ab- 
solue jusqu'à un maximum que j'appelle son maximum négatif 
qui répond à la position yy' du poids pour laquelle la tangente à 
la ligne de poussée est parallèle à x' b, puis va de nouveau en dé- 
croissant jusqu'à zéro. 

Donc il y a deux positions du poids défavorables à la section : 
1° celle où le poids est dans la section même; 2" celle on il 
occupe la position yy\ 

Supposons à présent la section considérée en X|, à droite de /. 
Soit x\ son point d'intersection avec kk'. Joignons x\a et x\b: 
les moments de flexion que le poids détermine dans la section sont 
proportionnels aux portions d'ordonnées comprises entre la ligne 
de poussée et le contour ax\ b. On voit que cette fois ce contour 
coupe la ligne de poussée en deux points o- et a'. Le poids mobile 
détermine un moment de flexion d'abord négatif passant, en valeur 
absolue, par un maximum au point où la tangente à la ligne de 
poussée est parallèle à la droite ax\; à partir de là, il va décrois- 
sant en valeur absolue à mesure que le mobile s'approche de 
la section; il s'annule une première fois en a, puis devient positif 
et croît jusqu'au maximum positif XiX\ qu'il atteint dans la sec- 
tion. Il va ensuite décroissant jusqu'à s'annuler en a', puis devient 
négatif, croît de nouveau en valeur absolue à mesure que le mo- 
bile s'éloigne de la section jusqu'à passer par un nouveau maxi- 
mum négatif, puis décroît de nouveau jusqu'à zéro. 



§ 524. 

RÉSUMÉ. — La position du point {'est facile à trouver. 
L'équation de la tangente ai est 



celle de l'horizontale kk' 



-=if 
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Donc Tabscisse de leur point d'intersection est donnée par 

ou 
d'où 

Donc : 

1** Pour toute section placée à plus de — du milieu de la poutre, 

le moment de flexion dû à un poids mobile atteint un maximum 
positif dans la section et un maximum négatif dans la moitié de la 
poutre opposée à celle qui renferme la section. 

Soient Çmax = xj;' et J^'max=j'^' les ordonnées mesurées à 
Téchelle indiquée qui répondent à ces positions et Mmax, M'max 
les maxima positif et négatif du moment de flexion. 

On a 

M max = ^-— ^ - Ç max, 

4/ 
P.rfZ-.'r) 
M max = — r — V °*a^ 

ou 

P/2S 

M max = ï max, 

M'max= -^— Ç'max, 

i; étant Tordonnée de la parabole formant le câble, qui répond à la 
section considérée. 

2"* Pour des sections placées à moins de — du milieu, il se pro- 
duit un maximum positif dans la section et deux maxima négatifs 
en dehors. Ils se trouvent de la même manière. 

Pour un convoi, la discussion serait analogue, à l'aide des prin- 
cipes développés dans la II" Partie de cet Ouvrage, au Chapitre II, 
relatif aux lignes d'influence § 307. 

§ 525. 

MOHSn MAZOIUK POSITIF DU A UH POIDS TOTASEUB. MAZOIUK KAXI- 
KORini. — En général, il suffit de connaître le maximum positif, 
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c'est-à-dire, quelle que soit la position de la section, celui qui se 
produit quand le poids est placé dans la section même. On peat 
l'obtenir directement par les formules {d) et (rf'). 

Examinons comment varie ce maximum d'une section à l'auln'. 
La dcrivëe de M est 



dZ 
elle s'annule pour 



^'=P^(i-5Z-i/Z»); 



L — r = ;r— = O, ion 

1 5 M ' 






Soit j:' la distance du point cherché au milieu de la poutre, en 
sorte que 



jr := — r- x\ 



par suite, 

d'où 

soit environ 



x'^ 

-TT- = o,25 — o,i6ii = 0,0389; 



x' 

T =-^-o,i97'23, 



d'où je conclus que le moment maximum maximorum produit 
dans une poutre à deux appuis reliée par un câble, par une 
charge roulante, ne se produit pas quand celle-ci passe au 
milieu de la poutre, mais quand elle passe dans l'une des 
deux sections situées à en{>iron ^ de la longueur de la poutre à 
partir de son milieu. Sa valeur est environ 

{d) M = o,o85P/ 

ou, approximativement, 

{d') M = AP^. 

Lorsque la charge passe dans la section du milieu, ce qui donne 
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Z= {, le moment maximum qu'elle produit est seulement 

M = — 'Vp/ = o,o54P/. 
4x32 

Le moment maximum maximorum qu'un poids produirait sur 
la poutre non reliée à l'arc serait, comme on sait, 

M= ~ =o,25P/, 
4 

soit environ le triple de celle {d). Nous pouvons donc encore dire : 

Le moment de flexion le plus grand quUin poids voyageur 
puisse produire sur une poutre à deux appuis simples reliée 
par un câble est environ le tiers de celui qu'elle produirait sur 
la même poutre détachée du câble, et ce moment se produit au 
passage du poids dans chacune des deux sections éloignées 
du milieu de la poutre d'environ \ de sa longueur, 

§ 526. 

SURGHABGE FIXE LA PLUS DÉFAVORABLE A UHE SECTION. — Supposons 
à présent qu'on cherche non plus l'influence d'une surcharge mo- 
bile sur une section donnée, mais celle d'une surcharge fixe, par 
exemple, uniformément répartie, mais sur tout ou partie de la 
poutre. On demande quelles sont les portions de la poutre qu'il 
faut surcharger pour produire le moment maximum dans une 
section donnée. Il résulte facilement de la discussion qui précède 
et du principe de superposition des eflets élastiques. 

1** Que s'il s'agit d'une section X placée à plus de — de son 

point milieu, on y produira le moment maximum positif, en sur- 
chargeant toute la partie de la poutre placée à gauche de la ver- 
ticale de s {Jig- 66, p. 252), c'est-à-dire toute celle qui fournit 
dans la section X des moments positifs, et le maximum négatif en 
surchargeant au contraire le reste de la poutre ; 

2° S'il s'agit d'une section X| placée à moins de — du milieu 

de la poutre, on obtient le maximum positif en surchargeant la 
ni. 17 
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partie de la poutre comprise entre les points o- ettr', et le maximum 
négatif en surchargeant, au contraire, le reste de la poutre. 

S*il s'agit de la section du milieu, nous avons vu que les points 
0" et cr' divisent à peu près la poutre en trois parties égales. Le 
maximum positif s'obtiendrait donc en surchargeant environ le 
tiers moyen, et le maximum négatif en surchargeant les tiers ex- 
trêmes de la poutre. 

S'il s'agit d'une surcharge uniforme, nous avons vu que, si la 
poutre entière est surchargée, elle n'éprouve aucun moment de 
flexion. La surcharge est reportée tout entière sur le câble. De là 
et du principe de superposition déjà invoqué résulte que les 
maxima positif et négatif àonl il s'agit ici sont égaux, au signe 
près, de sorte qu'il n'est utile, en tout état de cause, que de con- 
sidérer l'un d'eux. Il n'en serait pas de même s'il s'agissait de sur- 
charges fixes non uniformes. 

§ 527. 

ACTION D'UH POIDS YOTAfiEUR SUR LE GABIÏ ET LES TIGES DE SÏÏSPEISIOI. 

— Le maximum de ^ a lieu, d'après la formule (i9)du§o22, 
pour la valeur maxima de 



?(-?)• 



qui a lieu quand le poids est au milieu. On a alors 

a5 P 
^ = 767- 

Quand même P est très grand, cela fait une très faible tension sur 
chaque tige et, par suite, aussi sur le câble. 

§ 528. 

SURGHAEGES DIVERSES. •— Surcharges en nombre quelconque. — S'il 
y a des surcharges en nombre quelconque, pour avoir la tension q 
qu'elles déterminent dans les barres de suspension, il suflit d'a- 
jouter celles que détermine chacune d'elles prise isolément; d'où. 
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par la formule (19), 

<•=' ^'ji-î{-dH-'i> 



la somme s'étendant à tous les poids P d*abscisses a qui forment la 
surcharge. 

Surcharges continnes. — Si en chaque élément da \l y a une sur- 
charge ps doL, ps étant une fonction quelconque de a, on aura 

Surcharge uniforme sur une moitié du point. — Supposons ps con- 
stant et régnant sur une moitié seulement du pont. On aura 



Soient 
doù 



'=ir?(-^)(-?-?)- 

a = Iol\ d-j. r= Idt' \ 

t 

q = 5ps r*a'(i-a')(i-Ha' — a'«)û?a' 
ou 

(27) Ç' = TôPs = lPs, 

ce qui est conforme à la règle de Rankine, car cela revient à ré 
pandre sur la longueur totale / du pont la charge totale /7j -• 

§ 529. 

GOMPABAI8ON A¥EG LA BifiLE DE BAHKmE. — Pour une charge 
unique, nous trouvons q beaucoup plus faible que ce que donne 
la règle de Rankine ou plus fort suivant que la charge est plus ou 
moins éloignée des appuis. Quand elle est au milieu de la poutre, 
nous trouvons 

(.8) ^ = 16 7' 
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au lieu de 

P 

donnée par Rankine. 

Pour une charge uniforme sur la totalité ou sur une moitié de 
la poutre, nos résultats s'accordent avec la règle proposée par 
Rankine. Pour d'autres charges uniformes, la règle de Rankioe 
cesserait d'être applicable, surtout dans le voisinage des culées. 

§ o30. 

EFFETS D'UNE DILATATION OU D'UNE CONTRACTION DU GABLE SUE Là 

POUTRE. — Si la température vient à croître de la quantité positive 

ou négative représentée par t® C, la valeur correspondante de 

q est (§ 532) 

iSEloT 

et le moment de flexion correspondant est 

La tension maxima R aux fibres extrêmes d'une section d'ab- 
scisses X sera la valeur absolue de — pj en sorte que 



■> = 77K-Î)"' 



Le maximum de R a lieu au milieu de la poutre, soit, pour 



1 



c h I 

Supposons y = — , 



Rmax= i| 4e8t. 
i6 / 



^ 7 

On aura 

Rmax = f X io«, 



c'est-à-dire que le fer ne travaillera du fait d'un changement de 
empérature de 32° qu'à f de kilogramme par millimètre carré. 
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Suivant que la température sera celle de la pose, augmentée on 
diminuée de 3a®, ce sont les fibres inférieures ou celles supérieures 
qui seront tendues à y de kilogramme et les autres comprimées. 
Le résultat qui précède s'applique donc à un écart de température 
de 64^ 

Il y a toutefois à ce sujet une objection à lever. Ce résultat 
suppose, en effet, que les tiges de suspension restent constamment 
tendues, que t soit positif ou négatif. Or l'expression ci-dessus de 
q montre que l'accroissement de tension q de ces tiges est négatif 
si T est positif. Or, pour t = o, la tension des tiges est égale à la 
charge permanente p^. Si la température vient à s'élever, cette 
tension devient 

Pour qu'il y ait tension, il faut donc que 

ou 

*^ i5 Eox 

Âinsiy supposons un arc de loo" d'ouverture et de lo" de 
flèche relié à une poutre en fer, en sorte que /l'^=iio^. Pour 

T= 3a** et Er= 2 X lo***, S = ^^—y on doit avoir 

j^ io»X7Xio ^ 
^ ï5 axioioxSîi^® 
OU 

9600 

Au pont de Lamothe, qui répond à peu près aux données 
admises, la charge permanente pour chaque ferme est d'environ 

de sorte que l'inégalité devient 

12 



et ne saurait être douteuse. 
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§531. 

BÉ8U1IÉ ET BÉGLES PBATiaUES. — i'' Il résulte de tout ce qui pré- 
cède que plus une surcharge se rapproche de l'uniformité, moins 
elle fatigue la poutre et plus elle fatigue le câble et les tiges de 
suspension, et vice versa. Il faut donc déterminer la poutre de 
façon qu'elle résiste aux plus fortes charges isolées et le câble et les 
liges de façon qu'elles résistent aux plus fortes charges uniformes. 

a® Pour la poutre, il convient de lui donner un moment d'inertie 
qui soit environ le tiers de celui qu'on lui donnerait si elle 
n'était pas reliée au câble. 

Si l'on veut que le pont livre passage à des véhicules à un essieu 
de 1 1 tonnes ou à deux essieux de i6 tonnes, ce qui ferait, avec 
le poids des chevaux, environ i3 tonnes dans le premier cas et 19 
à Qo dans le second, on déterminera le moment de flexion M^ que 
la plus forte de ces charges produirait au milieu de la poutre si 
celle-ci était détachée du câble; on en prendra le tiers et l'on cal- 
culera le moment d'inertie à donner à la section d'après le résultat 
obtenu. 

Si / est la portée, on aurait 

On prendra 

12 

et 

Uh Vlh 
2R - 24R' 

Toutefois, si l'on veut arriver à la plus grande économie pos- 
sible de matière et constituer la poutre en solide d'égale résistance, 
on devra envisager un certain nombre de sections et leur donner 
le moment d'inertie voulu pour qu'elles résistent à la plus grande 
fatigue qu'elles puissent éprouver de la part de charges fixes ou 
mobiles(§§523, 524, 525). 

3° Pour le câble et les tiges, il faut considérer le poids perma- 
nent /7o et la surcharge uniforme réglementaire. 

Toutefois, si l'on accepte qu'une file de voitures de 16 tonnes 
pesant ao tonnes, chevaux compris, puisse passer sur le pont, en 
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admettant que chaque véhicule avec son attelage tienne une lon- 
gueur de 20", cela suppose i tonne par mètre courant de pont, 
soit 500*^8 par mètre courant de ferme. 

Donc, si les prescriptions réglementaires permettaient une sur- 
chaire de moins de Soo*"», il conviendrait de prendre néanmoins 
cette dernière. 

Dans ces conditions, on déterminera la section du câble suivant 
les formules ordinaires. 

4^ Quant aux tiges de suspension, il paraît très exagéré, si Ton 
admet des véhicules à un essieu de ii tonnes, de les calculer de 
façon que chacune puisse porter la moitié d'une telle charge, 
puisque les charges isolées, comme nous Tavons vu, se répartiront 
théoriquement entre toutes les tiges et pratiquement entre un 
grand nombre d'entre elles. 

Nous croyons que si, dans le calcul des tiges, on admet une 
charge uniforme double de celle admise dans le calcul des câbles, 
et qu'en outre on les fasse travailler seulement au tiers de la ten- 
sion maxima admise pour les câbles, on aura toute sécurité. 



._ J 
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CHAPITRE IX. 

APPLICATION AU CAS OU IL Y A DES IIAUBi^NS. 



A. TRAVEE CENTRALE. 



§ 532. 



miGATIOH SOmiAIBE Dim MÉTHODE EXACTE; MÉTHODE AFPAOCHÉB. 

— S'il y a /i haubans, on pourrait résoudre le problème rigou- 
reusement à Taide de la théorie des poutres à travées solidaires. 
On déterminerait le moment M ^ dû à la surcharge en regardant la 
poutre comme détachée du câble et en supposant les appuis, c esl- 
à-dire les points d'attache des haubans, fixes; on déterminerait 
dans les mêmes conditions le moment de flexion m dû à une charge 
uniforme de 1*^8 par mètre. On en conclurait (§ 521) 



Jf Msx i 



:dx 



mz dx 



f 



Iq étant la longueur de la travée centrale ou la longueur totale de 
la poutre suivant que l'une ou l'autre porte des tiges. On aurait, 
par suite, le moment de flexion vrai 

M — M, — g nu 

On en déduirait les réactions N,- sur les appuis ou points 
d'attache des haubans (§ 395). 

Or, si Ti est la longueur du hauban aboutissant au point d'at- 
tache caractérisé par l'indice i, si ^i est son inclinaison sur la ver- 
ticale et si l'on désigne enfin par H la hauteur au-dessus de la 
fibre moyenne, du sommet de la pile où sont attachés tous les 
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haubans, la tension du câble sera 

cos P/ 

Sî Ton veut qu'il travaille à la tension maxima R par unité de 
surface, on cherchera la valeur de N/ max répondant aux combi- 
naisons de charges les plus défavorables et l'on calculera la section 
S,- du hauban par la formule 

_ N/ max 
'■" Rcosp/* 

Si l'on ne veut pas se contenter de cette première approximation 
obtenue en regardant, contrairement à la réalité, les points d'at- 
tache comme fixes, on observera que, sous une charge parti- 
culière, donnant la réaction N/ et, par suite, la tension par unité 
de surface 

S/ cos 3/ ' 

l'allongement du hauban, Eq étant son coefficient d'élasticité, sera 

EqS/cosJJ/ 
et l'abaissement vertical de son point d'attache 

•^' EoS/cos^P/ ~ EoS/ll*' 

On pourra alors chercher les moments de flexion dus à ces 
abaissements qu'on avait d'abord négligés et faire ainsi un calcul 
de seconde approximation. 

Mais, en réalité et pratiquement, la travée centrale peut être 
considérée comme encastrée à ses extrémités. 

Si on la regarde comme simplement appuyée, etqu'Qn lui donne 
partout le moment d'inertie correspondant à la section la plus 
fatiguée en se conformant aux règles exposées aux paragraphes 
précédents, on sera également certain de sa résistance. 

Si l'on veut la regarder comme encastrée, la marche à suivre 
sera celle-ci. 

Supposons-la soumise à des surcharges en nombre quelconque. 
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Soit P Tune des charges, a son abscisse comptée depuis Fexlré- 
mité gauche de la travée centrale. 

Le moment de flexion M ^ dû à une charge isolée est : 

I** Pour ^ < a (charge à droite de la section considérée) : 

a° Pour x> %{ charge à gauche de la section considérée) : 

(T) M,= ^[(3/o-2a)(/o-^)-/o(/o-a)]. 

De là on tire 

On obtient / MsX{lo — x)dx en changeant dans cette ex- 
pression a en /o — *> ce qui donne 

Ajoutant les deux expressions, on aura 

(2) / M,a7(/o— ^)û?J?= 

En faisant P == rfa et intégrant de o à a, on a 

/*" , f N . ïa X 3o /J 

(3) jf mx(/,-x)^=-^j— = ^, 

ce qu'on déduirait aussi de l'expression 

(4) ,n=-^^l^lx{l,-x), 
qui répond aux poutres encastrées. 



(') Voir noire Statique graphique, !!• Partie, p. 119. 
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Par suite y 

/ M,r(/o— ^)c^ar ,^ 

(5) q = -l^^ = '^^^j \\,x{h^x)dx, 

I ma:(/o — x)dx ^ 

Pour une charge isolée, 

(6) Ç = 71 

Si la charge est au milieu de la poutre, a = ^ /q 
({i\ 3o P _ i5 P 

qui est presque le double de la valeur qui donnerait la règle de 
Rankine. 

Par superposition, on obtient q^ quelles que soient les charges, 

(8) Ç = ^^^^'ilo-oi)\ 
et le moment de flexion 

(9) M = 1VI,— ^m. 

On a, s'il y a plusieurs charges, d'après les formules (i) et (i'), 



(10) 



< 

X 



§ 533. 

ACnOH FBODUITE PAR UH POIDS VOTAGEUB. — Les formules (i), (i'), 
(6) et (9) donnent pour le moment de flexion produit dans la 
section d'abscisse x par un poids voyageur P à l'instant où son 
abscisse est a : 
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I ° Pour J? > oc, c'est-à-dire si le poids est à gauche de la section 



(a) 



3oPa«(/, 






2° Pour X <[ a, c'esl-à-dire si le poids est à droite de la section : 
3° Pour X = a, si le poids est dans la section même, 



*0 



--<'— >'fl-'r.(-f.)] 



L'ordonnée de la parabole formant le câble a, pour expression, 

Posons 

en sorte que z' représente l'ordonnée positive ou négative du 
câble comptée depuis l'horizontale passant aux | de la flèche à 
partir de son pied. 

Je multiplie les deux membres des équations (a), (^i)y {b) 

par p •; , il viendra 
1° Pour 4? <[ a, 

<->p^.=a)*[('-^)(-i)-(-s]if-K7.)'(-5)' 

2** Pour a > ^, 
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3® Pour j? :^ a, 

Je construis une fois pour toutes la courbe qui a pour or- 
donnée 

Elle es asymétrique par rapport au milieu de la poutre, tangente 
à la fibre moyenne fg {/tg"' 67, p. 270) en ses extrémités / et g. 
Son ordonnée du milieu 00' est 



-<0'{'-0'-%-> 



1 
soit 



Prenons deux centimètres pour représenter Punité, en sorte que 

OO' est 

i5 i5 
2 X -7- = -7- centimètres. 
» 4 

Les points d'inflexion / et y' ont pour abscisses 

c'est-à-dire qu'ils sont à 0,288 / de part et d'autre du milieu ou à 
un peu plus du quart de la longueur de la travée à partir de son 
milieu. Les ordonnées correspondantesy'iy, y',y' sont : || = |. 

Cette ligne n'est autre que la ligne de poussée. 

Je construis à présent les courbes dont les ordonnées sont les 
premiers termes des seconds membres de (a!) et (a,), les abscisses 
étant a. Pour chaque section d'abscisse x^ la première est à con- 
struire pour les abscisses a allant de o à j: et la seconde, au con- 
traire, pour les abscisses allant de x k Iq. Pour ar-r x, les deux 
courbes ont même ordonnée, à savoir 



^-'-¥m-ïï 



270 

ou 
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Z = 



<f.(-i)-r 



Vig. 67. 




Construisons d'abord celte courbe, c'est l'analogue de l'hori- 
zontale kk' qui a servi (§523) dans la poutre à deux appuis simples. 
Elle est symétrique par rapport au milieu de la poutre, tangenle 
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à la fibre moyenne fg aux extrémités /et g de la travée centrale. 
Elle admet les deux asymptotes verticales définies par 

ou 

/J7\« X I _ ^ _ ' -4-4 /» * _ ' -u V^^ 

Ce sont précisément celles qui correspondent aux points d'in- 
flexion y et y de la ligne de poussée. 

Elle se composera donc des deux branches /A et gk^ pour les- 
quelles les ordonnées sont de signe contraire à celles de la ligne 
de poussée et qui sont, pour cette raison, placées au-dessous de 
fg^ la ligne de poussée ayant été placée au-dessus; et d'une 
branche supérieure hyk^k\. 

L'ordonnée OÂTojqui répond à ^ = -, est 

OA:o = 3. 

Ces deux courbes construites, si nous considérons une section 
quelconque, par exemple celle (IV) x,^x^ d'abscisse x^ les deux 
branches de courbes x\f ei x\g qui représentent les premiers 
termes des seconds membres de (a') et (a^) partent l'une et 
l'autre du point x\ où cette secl ion coupe la courbe A| AtoA" qui 
vient d'être définie et sont tangentes en /et ^ à l'axe des x. Elles 
jouissent des propriétés suivantes, dont la démonstration est facile 
d'après leurs équations et qui sont détaillées dans notre Statique 
graphique, II* Partie, p. 122. 

Si la section considérée (IV) est dans le tiers moyen CC, ces 
courbes présentent leur concavité vers le haut. Comme elles pas- 
sent au point x\ et sont tangentes di fg en f et g^ elles ont la 
{orvae fx\g et peuvent être tracées en quelque sorte à vue. 

Si un poids mobile occupe une position quelconque, le moment 
de flexion M qu'il détermine dans la Seclion IV est proportionnel 
à la portion de l'ordonnée comprise entre le pourtour fx\g et la 
ligne de poussée ; soit Ç cette portion d'ordonnée mesurée à l'échelle 
indiquée de l'épure. 

On aura 
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OU 

-^[vr(-i)-î]; 

Le crochet est positif, en sorte que M a même sigue que v 

Par suite, le moment offrira un maximum positif, quand le poids 
passera dans la section, et un maximum négatif, mais ici plus 
petit en valeur absolue. 

2° Si la section, comme celle (III), est dans un tiers extrême, 
celui de gauche, par exemple, et à droite du point/,, la branche 
de gauche fx\ a une forme analogue à celle fx\ ; elle présente sa 
concavité vers le haut et ne coupe pas Taxe des x\ celle de droite 
x\g^ au contraire, coupe cet axe et présente un point d^inflexion. 
L'ordonnée J^ présente un maximum positif j^jx', quand le mobile 
passe dans la section, et un maximum négatif u^iî^ quand il passe 
sur la verticale où les tangentes en u% et «, sont parallèles. Il en 
est, par suite, de même du moment de flexion M, en vertu de IV- 
quation (6"). 

3** Si la section considérée, comme celle (II) passe à gauche de 
ras}'mptotey\, la branche de gauche fx^ présente sa concavité 
vers le bas et est très voisi||e de la courbe/A ; celle de droite x\ u^g 
coupe encore Taxe des x et présente une inflexion. L'ordonnée ^, 
présente cette fois son maximum négatif x-^x'^ quand le mobile 
passe dans la section, et son maximum /^o^^Ve/ quand il passe en 
dehors de la section sur une verticale u^u* facile à déterminer sur 
Tépure. 

Mais, comme ici le facteur entre crochets de Téquation (6^) est 
négatif, il s'ensuit que c'est toujours le maximum positif de M qui 
se produit dans la section, et le maximum négatif hors de la sec- 
tion. 

4** Pour la section d'encastrement (I) de gauche répondant à 
jr = o, la branche de gauche, celle qui, pour les autres sections, 
est tangente à Vaxe des x en f^ n'existe plus : il n'y a que celle 
de droite. Son ordonnée a pour expression, comme le montre Té- 

quation (a, ), si l'on y fait :c = o, d'où z' := — ^ , 



la 



{'-iïi 
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dont le maximum a lieu pour ^ = - et esl 

^7 9 ' 

Son inflexion a lieu pour j = -et Tordonnée correspondante 
est 

2 9 

Le moment de flexion que détermine le poids voyageur dans la 
section d^encastrement, moment mesuré par les portions d'ordon- 
nées comprises entre la ligne de poussée et celle fcg va d'abord 
croissant à mesure que le mobile s'éloigne de la section d'encas- 
trement, atteint un maximum positif ^j'', puis décroît jusqu'à zéro, 
en 5 ; il devient ensuite négatif, croît en valeur absolue jusqu'à un 
maximum négatif zz^ et décroît de nouveau jusqu'à zéro. 

L'équation («i), si Ton fait x = Oy donne 

qui montre que le point s où le moment de flexion, dans la sec- 
tion d'encastrement, s'annule, répond à l'abscisse a = - /^ du poids 
voyageur. Les maxima yy et zzf répondent à 



soit 



ou 



soit sensiblement 



dM 



i6a« — 8a/o-+- /? = o 

a _ 4 ± y/e . 



a 



ou 



et 



4±a 


,45 


10 




/.- 


a' 


/. 




u- 


oT 



J = 0,645, —7- — = 0,355, 



y =o,i55, '' , =0,845; 



III. 
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d'où 

M' = o,o49P/o, 
M'^ — o,oi4P/o. 

5® Si nous revenons à présent à la section (IV), nous voyons 
que le moment maximum positif qu'y détermine le poids voyageur 
à rinstant où il passe dans la section même est plus grand que le 
maximum négatif qui se produit hors de la section; mais, si la sec- 
tion considérée se rapproche indéfiniment de (I), le premier de 
ces maxima diminue jusqu'à zéro, tandis qu'il n'en est pas de 
même du second qui devient zz^ . 

Donc il existe une certaine position \ de la section pour laquelle 
ces deux maxima sont égaux. 

Pour les sections comprises entre \ et /, c'est le maximum en 
dehors de la section qui l'emporte; pour les sections comprises 
entre \ et O, c'est le maximum dans la section. 

Un point Ç' jouissant de la même propriété se trouve à droite 
du point C. Ainsi : 

Il existe, dans la traitée, deux points symétriques Ç et Ç-, tels 
que, si Von considère une section quelconque de la poutre com- 
prise entre ces deux points, un poids voyageur y produit le 
moment de flexion maximum à V instant où il passe dans la 
section^ et ce moment, si x est l'abscisse de la section comptée 
depuis r extrémité gauche de la poutre, est 

(rf) M=P..(/o— )'[f-.5j-(.-j)]. 

Si, au contraire, on considère une section non comprise 
entre les points Ç et Ç', le moment maximum qu'y détermine 
un poids voyageur ne se produit pas à rinstant oii le poids se 
trouve dans la section même. 

Pour avoir l'abscisse x du point $, il faut exprimer que le mo- 
ment positif qui s'y produit quand le mobile y passe, moment 
exprimé par l'équation (rf), est égal au maximum négatif. Ce der- 
nier se trouve sur l'épure. Il se déduirait aussi de l'équation (a,) 
en éliminant a entre cette équation et sa dérivée, ce qui donnerait 
le maximum négatif de M répondant à une section quelconque. 
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en foDClion de sod abscisse x et égalant sa valeur absolue — M 
au second membre de (d). 

4° Pour les deux sections faites suivant les asymptotes y < ety^^, 
les ordonnées comprises entre la ligne de poussée et celles /A, gk 
et hikoki sont infinies. Cela tient à ce que ces ordonnées repré- 
sentent non pas les moments de flexion M, mais les produits 

8/M 

et que les deux points / et f répondent à 5' = o. Les équations 
(a'), {a\)j multipliées par z', donnent directement pour 5' =0, 
c'est-à-dire en ces points y et y' : 

OÙ il faut remplacer x par sa valeur 

/o a 6 

Ces valeurs de M sont les mêmes que si la poutre n'était pas 
reliée au câble. Ainsi : il existe, dans la poutre, deux points 
symétriques j\ et j\ dont les abscisses comptées depuis l^ extré- 
mité gauche de la poutre sont 

(^) ? = i±^ = i±o,a86, 

et qui sont tels que le moment de flexion qu^y détermine un 
poids voyageur est le même que si la poutre n^ était pas reliée 
au câble. Pour chaque position du poids voyageur définie par 
Fabscisse a, le moment de flexion y est donné par l'une des équa- 
tions (/). Le moment maximum s'y produit, d'ailleurs, quand le 
poids est placé dans la section, soit pour a = ^, et a pour exprès» 
sion 

(A) P-V.— )«[l-.5j(.-|)] = ^P^x± = ^^ 
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§534. 

GOICLïïSIOm PBATiaUES BEUTITES A L'AGTIOI D'UH POIDS V0TA6S0B. 
— Si l'on ne veut pas opérer exactement, on pourra procéder ainsi 
àTaide des équations (a) et (^4). 

i*^ Sur la section d'encastrement de gauche, soit pour or = 0; 
un poids P d'abscisse a produit un moment de flexion 



«-'^V^'('.-H- 



ses maxima M' et M'' sont donnés par-^ = o, soit pour 



a 



4±/6 



d'où 

a' a' 

y = o,645| Y ^^ o,i55, 

«0 *o 
et sont 

M'=^ — 0,049 P/o, M' = o,oi4P/o. 

La plus grande des deux, en valeur absolue, est 

Mmax = 0,049? /o- 

2° Pour les sections voisines, le moment maximum est eocore 
plus faible; on peut donc conserver cette valeur jusqu'à une sec- 
tion d'abscisse x donnée par 

'•lfê)'(-5)"[!-'S(-l)]i=».»'»^'- 

ou, en faisant -j- ( i — j-j = Z, 

Z«(2_,5z)=o,o49, 

Z= 0,245, 

Y =0,948 



d'où 

et par suite 



et 



I — 7- = OjoSa. 
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3® Pour les sections comprises enlre ce point et le milieu de la 
poutre, le maximum sera 

M«,.x=^.V.-.).[2_.5|(.-|)]. 

ce qui donne le moment maximum maximorum au point défini 
par 

cf[Z«(|-i5Z)] _ I 

5z ""^ """ ^-5' 

d'où 

Y =o,2a3, 
et le moment maximum maximorum cherché est 

4^ Les mêmes valeurs se reproduiront symétriquement sur la 
moitié de droite de la poutre. 

5° Si Ton a un convoi, il conviendra de faire l'épure du para- 
graphe précédent, d'où l'on déduit non seulement l'action d'une 
charge isolée, sur toutes les sections, mais celle du convoi, à 
l'aide des principes exposés au passage déjà mentionné de notre 
Statique graphique (IP Partie). 

§ 535. 

ETTETS PRODUITS SUR UlE SCGTIOI DOnÉE PAR DES GOHBIHAISOn DS 
6BAR6S8 PEŒ8. — La même épure indique aussi quelles sont les 
portions de la poutre qu'il convient de surcharger par des charges 
fixes, lorsqu'on admet qu'elles peuvent régner sur tout ou partie 
delà poutre pour produire, dans une section donnée, les moments 
maxima. 

Par exemple {fig^ 67, p. 270), pour la section d'encastrement/, 
il faut surcharger la partie de la poutre comprise entre /et s pour 
obtenir le moment de flexion maximum positif et laisser le reste 
vide, et surcharger, au contraire, cette dernière partie et laisser 
la première vide pour obtenir le maximum négatif, puisque toute 
charge placée dans la première partie fournit un moment positif et 
toute charge placée dans la seconde, un moment négatif. 
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Les valeurs des moments sont données soit par les équations (a) 
et (a, ) ou par les ordonnées de l'épure comptées depuis la ligne 
de poussée, en observant que ces portions d'ordonnées représentent 
les premiers membres des équations {a') et (a,). 

§ 536. 

AGTIOH D'UHE GHARftE Oïï D'UN 8T8TÉHG DE CHAB6E8 8ÏÏR LE8 TUES K 
8ÏÏ8PEH8I01 ET LES GABLES. — La tension q produite sur les tiges de 
suspension par un poids unique P d'abscisse a est donnée par la 
formule (6), (§532), 

3oPa«(/o— g)» 



9 = 



n 



et, pour des charges en nombre quelconque, 

La poussée correspondante de l'arc est 

^ 8/ 



§ 537. 

EMPLOI DE HAUBAH8 IlirÉBIEURS CONTRE CERTAINS EFFETS DE LA TSIPi- 
RATURE. — Si la température du câble s'accroît, la poutre tend à s'a- 
baisser et l'on verrait, comme pour la poutre simplement appuyée, 
qu'il en résulte de faibles efforts élastiques. Si la température baisse 
et que le câble soulève la poutre, alors les haubans cessent d'être 
convenablement tendus. Il faut donc envisager non plus seulement la 
travée centrale/^ de longueur l^ en la regardant comme encastrée, 
mais la poutre entière de longueur / comme simplement appuyée 
à ses extrémités, que nous désignons toujours par les lettres a et 6, 
comme dans la yî^. 64 (p. aaS). On aura donc à appliquer les for- 
mules du § 530 et l'on verra encore qu'il en résulte de faibles forces 
élastiques. Par cela même que les forces sont faibles, on conçoit 
que, par quelques haubans placés au-dessous de la poutre, on 
puisse s'opposer à ce mouvement qui, s'il n'a pas l'inconvénient 
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de produire une fatigue directe sur la poutre, a celui de détendre 
les haubans et de faire ainsi que, les travées extrêmes n'étant plus 
soutenues sur toute leur longueur, se trouvent dans de mauvaises 
conditions pour supporter les charges auxquelles le pont doit livrer 
passage. 

Il est donc intéressant de rechercher quelles sont les tensions 
que ces haubans inférieurs auraient à supporter pour s'opposer au 
soulèvement de la poutre par reflet d'un raccourcissement calori- 
fique du câble. 

La tension q que détermine dans les tiges de suspension un 
accroissement de t'* (positif ou négatif) de la température esl, 
comme nous l'avons vu (§ 521 ), 



f mz dx 





Ici m est le moment de flexion produit par une surcharge uni- 
forme de i""* régnant sur la travée centrale/^ seulement (^fig* 68, 
p. 280) et ce moment doit être calculé en considérant la poutre 
entière ah comme simplement appuyée à ses extrémités. 

Comptons les abscisses depuis le milieu O de la poutre. Alors 

les limites de l'intégration, au lieu d'être o et /q, sont ^ et H — ^ 

et à cause de la symétrie on aura 

VAlzl 



1 I mzdx 

en appelant x' les abscisses comptées du point O. 

Les réactions des appuis sont — • Appliquons en / deux forces 
égales et opposées — et — -j^- 

Le moment de flexion en un point G de la travée centrale fg 
se compose du moment du couple i-^, — 7 j > soit 

7 X «/ - 7 — ^ - 4 
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et da moment de flexion qui se produirait si les appuis étaient en/ 
et g. Donc 

D'ailleurs, l'ordonnée du câble est 

Fig. 68. 



M 



T 



z 



0!- -*-- -rG 



Donc 



d'où 






//^o 



^= — 



3oEl8x/ 



/(^|)\5/-3/o) 
La charge totale sera donc 



3oEI8t/ 



Et chaque système de haubans placé à l'une des extrémités du 
pont devra supporter la moitié, soit, s'il y a un abaissement de 
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température de t'"= — t'\ 

/•/«(S/ — 3/0/ 

SiT'= 28^ 8= — i-, ST'=4xio-*,E = a x lo»* et, si 
' 70000 ^ ' ' 

ce sera 

3oI X 4 xio« _ 4 xial xio7 

Si /= —1,1= 100'", on aura 

4 X 1 9. 1 X I o* 

7 

Supposons que la poutre ait 2™ de hauteur et se compose de 
quatre cornières de o™,©! avec o",io d'ailes surmontées de tôles 
de o°,o5 d'épaisseur. 

On aura environ 

1 = 0,012 = 28 X 10-'. 

Donc la charge verticale ascendante serait 

4 X 12 X 28 X 10 ._ 

P = = î^'ior*, 

7 

On peut s'y opposer par un hauban placé à chaque extrémité de 
chaque câble. Il éprouverait une résistance verticale 

- < 2000^8, 
2 

c'est-à-dire beaucoup moindre que celle de 5*, 5, produite par une 
charrette de 1 1 tonnes. 

Et en réalité, la charge serait encore moindre, puisque nous 
n'avons pas tenu compte des appuis des deux extrémités de la 
poutre, lesquels supportent une partie de la réaction. 
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B. TRAVÉES EXTRÊMES. 
§ 538. 

HAUBAHS SUPÉRIEURS ET TRAVÉES aU*ILS PORTER. — On détermine 
d'ordinaire les haubans supérieurs de façon que chacun d'eux, sup- 
posé existant seul, puisse supporter sa part de la charge perma- 
nente, phi s une surcharge qu'on suppose égale à la moitié de 
1 1 tonnes. 

Soit P la charge verticale à laquelle doit ainsi résister un hauban. 
Désignons par 77 sa longueur, par Pi Tangle qu'il fait avec la ver- 
ticale. Sa tension sera 

P 

COS 'fit 

On voit ainsi que cette tension est d'autant plus grande que 
l'angle ^z est lui-môme plus grand. On serait donc amené, pour 
que tous les haubans travaillassent à une même tension R', à leur 
donner des sections croissantes en allant des piles vers le milieu 
du pont. 

Mais, au point de vue de leur fabrication, il est plus commode 
de leur donner à tous la même section. On adopte naturellement 
la section la plus défavorable, celle du hauban le plus voisin du 
milieu du pont. 

Cette solution a l'inconvénient de conduire à une grande dé- 
pense de matière. On peut la diminuer un peu en espaçant iné- 
galement les points d'attache. 

Mais là encore il peuty avoir. intérêt, au point de vue delà con- 
struction, à ce que l'espacement soit uniforme comme celui des 
poutrelles transversales. 

On doit toutefois observer que cette dépense de matière n'esl 
pas tout à fait sans utilité. 

Car, si les sections des haubans sont un peu exagérées, il en 
résulte une grande fixité dans les deux travées de rive et, par suite« 
aussi dans la travée centrale. 

Les haubans de fort diamètre résistent d'ailleurs aussi dans une 
certaine mesure à la compression, c'est-à-dire au soulèvement de 
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la poutre, soit par l'eflet de la température, soit par celui de 
charges placées au milieu de la travée centrale. 

On peu> cependant, si on le désire, en faisant intervenir la 
raideur de la poutre qui, dans les déterminations dont il vient 
d*être parlé, n'entre pour rien, faire en sorte que les haubans, 
même également espacés et d'égale section travaillent tous de la 
même manière sous l'influence d'une charge donnée une fois pour 
toutes, mais arbitrairement choisie. En effet, soit Ai (/ig, 69) le 

Fig. 6(). 




hauban n*' i, dont la longueur et l'inclinaison sur la verticale sont 
respectivement /•/ et p/. 

Nous appellerons H la hauteur Aa. [Nous supposons qu'on dé- 
termine la travée extrême a/ de façon qu'elle résiste abstraction 
faite de l'appui a, c'est-à-dire en la supposant libre à son extrémité, 
venant simplement buter contre la paroi verticale de la culée. Si 
elle tient dans ces conditions, elle résistera a fortiori dams la réalité. 

Ceci posé, soit S la section commune à tous les haubans. Si l'on 
veut qu'ils travaillent tous à une même tension R', ils s'allongeront 

tous de la même quantité 

R' 
F' 

par unité de longueur, E' étant leur coefficient d'élasticité. 
Donc celui A/, de longueur /v, s'allongera de 

R'/v 
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m 

et si l'on appelle ii' =yi rabaissement du point d'attache par 
suite de la flexion de la poutre, il sera venu prendre la position kl. 

Menons ik perpendiculaire à A/'. 

L'allongement ci-dessus est aussi égal à k^ ou^/ cos^/. 

Donc 

- E JJ- - 5L * 



ou 



j/=i^,(n«-+-x?), 



en appelant Xi^=^ia Tabscisse du point d'attache t, comptée de- 
puis l'extrémité de rive a de la poutre. On voit donc que si, en 
effety tous les haubans travaillent de même, quelle que soit leur 
section, la poutre fléchira de façon que les points d'attache viennent 
se placer sur une parabole du second degré dont la verticale a A est 
l'axe. Comme les points d'attache sont très rapprochés, on peut 
admettre que la fibre moyenne tout entière formera un arc de 
cette parabole et qu'ainsi l'équation de la fibre moyenne déformée 
est 

d'où 

d^ ■ EH' 

Le moment de flexion M, en un point quelconquci sera donc, en 
vertu de l'équation 

Cela étant, supposons qu'on veuille que ces conditions d'égale 
résistance soient remplies sous l'action d'une charge quelconque 
se composant de la charge permanente Pq et de surcharges isolées 

Pi» Pt» • • ", P/i 

appliquées respectivement aux points d'attaches numéros 

!, 2, ..., n. 
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Le moment de flexion IVf , au point d'attache n" i, proviendra : 

i*' Des charges données qui agissent à gauche de ce point; 

2® Des réactions verticales agissant sur les points d'attache 
placés de même à sa gauche ; 

3° Des efforts que la partie considérée af de la poutre peut 
éprouver dans la section /, par suite de charges existant dans la 
travée centrale. Ces efforts se composent du moment d'encastre- 
ment trouvé parles précédentes recherches et de l'effort tranchant 
dans la section d'encastrement /, lequel se déduit aussi de ces 
mêmes recherches, puisque l'effort tranchant est la dérivée prise 
en signe contraire du moment de flexion. 

Appelons M^ et T/ les valeurs ainsi trouvées de M et T dans la 
section f. 

Appelons, comme précédemment, / la longueur totale du pont, 
l^ la longueur de la travée centrale, d'où 



/a = 



/-/o 



Le moment de flexion cherché sera 

7 = 1+1 / = i-»-l 

M = - £5 ^; _2 Py^> +2 ^^^>' 
en appelant 



les abscisses comptées de l'extrémité / et Ny la réaction au point 
d'attache répondant à l'indice y. 

Mais la tension par unité de surface de chaque hauban étant R' 
et la section S étant aussi la même pour tous, leur tension sera 

R'S. 

Sa composante verticale pour le hauban n**y est donc 

R'S R'S 

d'où 
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Od connaîtrait donc M si Ton avait déterminé la section S à 
donner aux haubans. Pour obtenir cette constante, observons que 
'le moment de flexion doit être nul au point i, soit pour 



T = 

d'où 



7 = 1 _ / = 1 



/rrn / = « 

OÙ tout est connu sauf S. 

Ayant S, on connaît M. Portant la valeur de M dans {a), on aura 
le moment d'inertie I à donner à chaque section de la poutre pour 
que la condition d'égale résistance supposée au hauban soit effec- 
tivement remplie. 

Si l'on veut à présent se rendre compte de la tension maxiroa à 
laquelle travaille la poutre supposée de hauteur A, il suffit d'ob- 
server que celte force est donnée par l'équation 

al ' 
qui combinée avec (a) donne, pour la valeur absolue de R, 

On voit que la force R sera toujours beaucoup plus petite que 
celle R' à laquelle on fait travailler les haubans, la hauteur h de la 
poutre étant toujours très petite par rapport à celle H. On a donc 
toute sécurité. On voit de plus que R est constant, c'est-à-dire 
que la poutre est elle-même d'égale résistance comme les haubans. 
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QUATRIÈME SECTION. 

(X)RPS DE RÉVOLUTION SYMÉTRIQUEMENT CHARGÉS. 



CHAPITRE X. 

SURFACES DE RÉVOLUTION FLEXIBLES. 

§ 539. 

ÉaUATIOHS D'ÉaUILIBBE D'DHE SUBFACE DE BÉYOLUTIOH PABFAITEiaHT 
FUSHBLE. — Considérons une surface matérielle de révolution au- 
tour d'un axe vertical ou une portion d'une telle surface limitée à 
un ou deux parallèles que nous appellerons les bords de la surface. 

Nous en représenterons les divers points, comme en Géométrie 
descriplive, par leurs projections verticales et horizontales. 

Soient 

O j: la ligne de terre {Jig- 70, p. 288); 

Oy et Oo les projections de l'axe ; 

Oo^o I21 trace horizontale du méridien principal ou parallèle 

au plan vertical de projection ; 
GoG/i la courbe méridienne projetée en vraie grandeur sur le 

plan vertical. 

Nous admettons qu'en chaque point G la surface a une épais- 
seur e constante ou variable d'un point à un autre de la courbe 
méridienne, constante le long de chaque parallèle. 

Nous la supposons parfaitement flexible. Elle est en équilibre 
sous l'action de son propre poids et de forces symétriquement dis- 
tribuées autour de l'axe Oy et d'ailleurs quelconques. De ces forces, 
les unes agissant sur la surface proprement dite sont données; les 
autres agissant sur les deux bords peuvent être données ou in- 
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connues suivant que la surface est libre ou appuyée par ses bords 
ou par l'un d'eux. 

Il est remarquable que les forces élastiques qui se développent 
dans une pareille surface libre ou appuyée par un seul de ses bords 
puissent être déterminées d'après les seuls principes de la Statique, 
comme celles qui se produisent dans une simple courbe parfaite- 
ment flexible. 



Fig. 70. 



Fig. 




Mais tandis qu'une courbe plane ne peut être en équilibre que 
si elle coïncide avec l'une des courbes funiculaires des charges 
qu'elle porte, une surface de révolution est en équilibre, quelleque 
soit sa courbe méridienne et quelles que soient les forces symétri- 
ques qui la sollicitent, pourvu, bien entendu, qu'elles satisfassent 
aux conditions d'équilibre relatives aux systèmes invariables, les- 
quelles se réduisent ici, à cause dé la symétrie, à une seule, à sa- 
voir que la somme des projections des forces agissantes surTase 
de la surface soit nulle. 

Considérons une portion de la surface comprise entre deux plans 
méridiens Oo^i, Oo^a également inclinés sur le méridien prin- 
cipal et formant entre eux l'angle infiniment petit dH. 
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Puisque tout est symétrique autour de Taxe, il suffit de chercher 
les conditions d'équilibre et les forces élastiques de cette portion 
de surface. 

Elle peut être considérée comme une simple courbe matérielle 
ayant GoOn pour axe et des dimensions transversales infiniment 
petites. 

Si g est un quelconque de ses points, projeté horizontalement 
en ^0 et que l'on considère l'élément yigo^2 du parallèle compris 
dans l'onglet Xt O^Xi, la section transversale ab de la courbe dont 
il s'agit est un rectangle ayant suivant ab la hauteur e constante 
ou variable et dans le sens horizontal la longueur yi Y2« 

En désignant par x eiy les coordonnées du point quelconque g 
de la courbe donnée GoG«, cet arc a pour longueur 

(I) YiÏj=J^û?Ô, 

de sorte que Taire de la section transversale t de la courbe est 

(a) (j = tx d^. 

La courbe GqG/i est en équilibre sous l'action des forces qui 
lui sont directement appliquées et des réactions qu'elle éprouve 
de la part du reste de la surface dans les méridiens Oo^n O^x^. 

Soit s l'arc O^g. Considérons l'élément projeté verticalement 
suivant gg'=^ ds et horizontalement en gog'^ î il est limité par les 
éléments ytgo^i et y',5''oY2 ^^^ parallèles g et g' compris dans 
l'angle XiOo^j. 

Désignons par q la force élastique rapportée à l'unité de surface 
qui agit normalement à l'élément de méridien projeté en YiYj- 

Nous appellerons cette force la pression ou tension méridienne 
et nous la regarderons comme positive si c'est une pression. Sa 
grandeur pour l'élément considéré est 

(3) q'=qtds. 

Elle agit au milieu 8| de l'élément projeté en YiYi' J^ormale- 
ment à cet élément. 

Au milieu 8^ de l'élément projeté en YaYa ^S*^ ^^^ force pa- 
reille normalement à cet élément. 

La résultante de ces deux forces est horizontale comme ces 
forces elles-mêmes et placée dans le plan du méridien principal 
IH. 19 
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Oo^o* Cette résultante, égale à la somme des projections sur 0«Xo 
des deux forces ^'elles-mêmes, a donc pour expression 

a^'sin^cTO = iq' X ^ d^ = q' {ffi = q i ds d^. 

Ainsi : un onglet de la sur/ace compris entre deux plans 
méridiens Oo^i, Oo^a, formant V angle infiniment petit dkj 
peut être considéré comme une simple courbe matérielle, ayant 
GoGn pour fibre moyenne et une section transversale variabU 

pourvu qu'aux forces qui agissent sur chacun de ses éléments 
ds on adjoigne des forces horizontales 

(4) q' db= qzd^dsy 

OÙ q est une fonction inconnue de rares ou des coordonnées x. 
y d'un point de Vêlement ds. 

L^élément ds sera donc en équilibre sous Faction : 
I® Des forces qui lui sont directement appliquées. Elles se com- 
posent de son poids qui est 

Uvds=lizx d^dsj 

si n désigne le poids spécifique de la matière qui compose la sur- 
face donnée ; 

2** Des pressions données exercées sur la surface. Nous en dési- 
gnerons les composantes parallèles aux axes et rapportées à Tunilé 
de surface par X et Y, en sorte que les composantes de celles qui 
agissent sur Télément de surface considérée sont 

Xdsxd^, Ydsxd^\ 

3® Des tensions ou pressions exercées sur les sections a6, €^b' 
faites en g et g'. Soit n la pression par unité de surface exercée 
en g. Nous comptons n positivement si c'est une pression, c'est- 
à-dire si elle est dirigée dans le sens admis pour les s positifs. La 
pression exercée sur la section a* est 

n9 = nzxd^. 
Ses projections sont 

dx ^ dr ^ 

ds * ds 
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Les composantes de la pression exercée en ^ sont les précé- 
dentes augmentées de leurs difTérentielles et changées de signe, 
soit 

/ ^ ^ \ 

I dx ds ds , \ _^ 

(dy ds >ds . ) „ 
'''''Ts^—di—'^'r' 

et les sommes des composantes de ces deux forces sont 

d dx 

ds ds . ^ 

T dsd^, 

ds 

d dy 

ds ds , ,j. 

:; dsd^\ 

ds 

4** De la force horizontale 

qzds d^. 

Les sommes des projections de toutes ces forces sur les deux 
axes devant être nulles, on a donc les deux équations 



d dx 

ds ds _, 

ds =X^ + g^' 

^'^ '• d dy 

>5^^ =(Y-ne)., 

le signe — du dernier terme provenant de ce qu'on suppose Taxe 
Oy ascendant. 

Telles sont les conditions nécessaires et suflîsantes pour l'équi- 
libre du fuseau considéré et, par suite, pour l'équilibre de la surface 
entière, puisque tous les fuseaux dont elle se compose sont pareils 
et soumis aux mêmes forces. 

Quelle que soit la courbe méridienne donnée et quelles que soient 
les forces données X et Y, ces deux équations peuvent, en général, 
être satisfaites par des valeurs convenables des forces inconnues 
Al et ^ et fournissent ces forces. 



agi 



4* SECTION. — CHAP. X. 



§540. 

AFPUGATIOH A miE SUBFAGE SPHÉRiaUE. — Soit (Jlg. 71) G|G. 
un quart de cercle; considérons-en une partie G© G engen- 
drant une portion de surface sphérique d'épaisseur constante i 
posée sur le plan horizontal OG^x ne supportant que son propre 
poids et celui d'une surcharge formée par la construction supé- 
rieure SoG'^ elle-même de révolution. 

Soient P le poids de cette construction et n^ la valeur de la com- 
pression n en G',,. 

Fig. 71. 

.y 




Désignons par a le rayon de l'arc de cercle, par ç l'angle po- 
laire qu'un rayon quelconque OG fait avec la verticale, par 0| la 
valeur de <p pour le rayon OG'^,. 

Les forces — /ZoS^o ^ doivent faire équilibre au poids P, ce qui 
exige que la somme de leurs projections verticales soit égale et 
contraire à P, d'où 

2Tîj/ioea7osin<po = Pi 
P P 



(6) 



no = 



1 nrs Xq sin tpo 2 me a sin' cpo 

Ceci étant, on a ici 

X = Y = o, 

:r = asmcp, / = acoscp, 

ds= a û?(p, 

dx dy 

5? =*>•«"?' i 



sin^. 
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Par suite, les équations (5) deviennent 

/ d 
gj/isin<pcos(p=y, 

(7) ^ * 

\ d , 

\ -r- /isin'<p = Dasincp, 

qui fournissent les pressions n et q. On tire de la dernière 
n sin'o = — lia CCS cp -+- const. 

Et comme, pour çp = ço? on a /i = n©, on aura 

(8) n sin*cp = /iosin*©o-h na(cosoo — cos«p).» 

qui détermine la pression n sur un élément normal à la surface 
mené tangentiellement à un parallèle quelconque. 

On voit que 71 est partout positif ou que, suivant les méridiens, 
la surface est partout comprimée. 

Connaissant n, la première équation donne la pression q exercée 
sur chaque élément situé dans un plan méridien. 

L'épaisseur e doit être prise de façon que ces pressions ne dé- 
passent nulle part celles qu^on veut adopter eu égard à la matière 
employée. 

Cas d'une surface hémisphérique. — Supposons fo= o. jAlors on 
a une surface hémisphérique. 
L'équation (8) devient 

(8') /i = na — r-:— -Î-. 

^ ' sin*cp 

Portant dans la première des équations (7), il vient 

cos<p(f — C09<p) 

d ; 

sin9 
q =nax - 



dff 
soit 

cos'« — tlCOSCp -4-1 

^= — na 1— ,-r — ^ 

^ sin*ïp 

OU, en divisant haut et bas par 1 — cos|y, 

COS*<0 -h COSO — I 

q = na i 1 

^ I -♦- cos <p 
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On voit que, pour f = o, 



lia 



L'équation (8') donne aussi, pour f = o, 



Ua 
n= — y 
1 



ce qui montre qu'au sommet, ^ et n sont deux pressions égales, ce 
qu'il était aisé de prévoir. 

Mais, tandis que n reste constamment positif, q change de signe. 
L'équation 

q = ou COS* îp -4- COS îp — 1 = 

donne en effet 

(9) cos«p= ^, 

qui correspond à environ 
(9') ? = 5iM9'. 

Donc : 

Depuis le sommet jusqu'à l'angle de 5i®49'7 les parallèles 
de la sur/ace sont comprimés. A partir de là, ils sont tendus, 

SURFACE COnûUE. — Supposons (/ig. 72, p. agS) que le méridien 
soit une droite GoG^ faisant l'angle y avec la verticale. On aura 

dr . dy » i . 

-7- =:sinY, -r- = — cosY, as = —. — ax. 
as ^ as * siDY 

Donc les équations (5), en y faisant X =1= Y = o et e constant, 
deviennent 

!. . dnx 
^'"•^■^=^' 
J dnx _ 

Si Xo est le rayon du parallèle Go et /i© la pression exercée en G, 
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suivant GoG« (pression qui peut provenir d^une construction 
supérieure et se déterminer alors comme au paragraphe précédent), 
la dernière donne 



(11) nx — no^^o 

qui fournit la pression n . 



_ n(^*— £|) 



asm Y ces Y 
Fig. 7a. 



* ^^ 




-3^ 



D'ailleurs, en divisant les deux équations (i o) membre à membre, 
on obtient 

n 



(la) 



q = Xj 

^ CCS Y 



qui montre qu'ici les parallèles sont partout comprimés. 



§ 542. 

SOLUnOH ftSAPHiaUE DU PROBLËKE ftÉHÉRAL. — Il est facile de ré- 
soudre graphiquement le problème qui fait l'objet du paragraphe 
précédent. 

Observons qu'une portion quelconque GoGj, (yî^. 70, p. 288) du 
fuseau compris entre les méridiens OqX^^ Oo^a doit être en équi- 
libre sous l'action des forces données qui lui sont directement ap- 
pliquées, de la pression n par unité de surface qui s'exerce en G 
tangentiellement à la courbe méridienne et des forces horizon- 
tales q' ^0. 

Toutes ces forces comprennent le facteur <iO; nous le suppri- 
mons, sauf à le rétablir dans le résultat final. 
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Soit P âfQ la résultante des charges données verticales ou non 
qui agissent sur la portion Go G du fuseau. Elle doit être équilibrée 
par deux autres forces de directions connues, à savoir : 

i^ La pression ntxd^j dirigée suivant la tangente à la courbe 
méridienne en G ; 

2® La résultante des forces q^ d^ = qe dsd^j laquelle est hori- 
zontale. 

Par suite, la force finie P doit être équilibrée par la force finie 
nex et la résultante des forces horizontales q'= qe dsj résultante 
que nous appellerons Q et qui a pour expression 



(i3) 



Q= r q'ds= f qtds. 



Représentons donc (Jig* «, p. 288), à une échelle convenue, la 
force P par une longueur a p. Par le point a menons une horizon- 
tale ; par le point p, une parallèle à la tangente en G ; ces deux 
droites se coupent en un point s. 

La ligne ^s représente à l'échelle adoptée, pour la force P,la 
pression exercée en G par la partie inférieure de la surface sur la 
partie supérieure, au facteur M près, et la pression inverse de cette 
dernière sur la première est 5^. 

De même, sa représente la force Q ou la résultante des forces 
horizontales (f ds. 

Donc : 

La pression n par unité de surface sera telle que 

mx = p^, 

(.4) n=êi, 

zx 

où e et ^ sont mesurés à Téchelle des longueurs. 
De même, 

(l5) Pa= f qtds. 

S'il agissait une pression n^ par unité de surface en Gq, on mè- 
nerait par le point /3 une parallèle à la tangente en ce point et Ton 
prendrait, sur cette ligne, une longueur p^' égale à riQt^XQ^ etc^est 
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par le point ^' qu'on mènerait la parallèle à la tangente en G ; elle 
rencontre a^en s'. La pression en G serait donnée par P's', et c'est 
5' a qui représenterait Q. 

Fig. a. 



3'z'iT S' â't 




D'après cela, on peut trouver, en tous les points, les valeurs des 
forces élastiques n et q. 

Supposons, pour simplifier, qu'il n'y ait pas de pression en Go 
(ce qui aura toujours lieu si le point Go est sur l'axe Oy^ c'est- 
à-dire si la surface ne présente pas d'ouverture à sa partie supé- 
rieure) et que les charges sont verticales. 

Divisons l'arc GoG^j {fig' A., p. 298) en un certain nombre de 
parties. Suivant qu'on le jugera plus commode, on divisera l'arc en 
parties égales, ou sa projection verticale. 

Dans le cas d'une surface sphérique, ce dernier mode est le 
meilleur, puisqu'une zone sphérique étant proportionnelle à sa 
hauteur, le poids des portions de surface comprises entre les deux 
méridiens inclinés sous l'angle t/6 seront ainsi tous égaux et, par 
suite, aussi leurs quotients par ^. 

Soient 

0, i, 2, 3, 4, 5 
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les points de division dont les deux extrêmes coïncident avec les 
extrémités Go et G/i de l'arc. Représentons {fig^ a, p. 297) le 
polygone des charges qui agissent sur les six parties 01, 12, — 
dans lesquelles nous avons divisé l'arc GoO/i. Soient i, 2, 3, 4^ 5,6 
ces forces. 

Fig. A. 




Par le point a menons une horizontale et par les points de 
division 1.2, 2.3, ... (^fig- a), menons des parallèles aux tan- 
gentes à la méridienne {fig- A) en 1, 2, 3, 4, 5, 6 (nous supposons 
cette dernière verticale). Soit {fig^ a) 1' le point d'intersection 
de la parallèle à la tangente en 1 menée par 1.2 ou a, avec Thori- 
zontale de a\ 2! le point d'intersection avec cette horizontale delà 
parallèle à la tangente en 2 menée par 2.3 ou a2, et ainsi de suite. 

Nous aurons ainsi une suite de points 

Les lignes a|i', a2 2', . . . représentent les pressions na = /i£/ 
exercées sur la fibre moyenne. 

D'autre part, ai', aa', a3', . . . représentent les résultantes des 
forces 9' agissant respectivement au-dessus des points i, a, 3, — 

Donc les longueurs l'a', 2' 3', . . . représentent respectivement 
les forces q' elles-mêmes. 
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Ainsi 1^2' représente le produit ^e A^, A^ étant la longueur de 
la portion de méridien 12 et q la pression méridienne moyenne 
dans cet intervalle 12. 

On voit que les longueurs ai', a 2!^ àV vont d'abord en 
croissant, puis atteignent un maximum et décroissent; par suite, 
leurs différences l'a', a' 3', ..., c'est-à-dire les valeurs de greA^ 
et, aussi, celles de q sont d'abord positives; puis il y a un 
point où q est nul, puis cette force devient négative. Cela con- 
firme le résultat obtenu analytiquement pour la sphère. 

Remarque. — Les forces qzds portées sur l'horizontale a 
jouent, relativement à la courbe d'équilibre Go G», le rôle d'une 
poussée, mais d'une poussée variable d'un point à un autre de 
l'arc, au lieu de la poussée constante des arcs ordinaires soumis à 
des charges verticales. 



3oo 
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CHAPITRE XI. 



COUPOLES METALLIQUES. 



§ 543. 

■ÉTHODE ftiliRALE. — Cod sidérons à présent une coupole dont 
la section méridienne principale ^fig» 78) soit AoBoA|zB,i; la sur- 



Fig. 73. 




face AqAa est Pintrados, la surface B^B^ l'extrados de la cou- 
pole. 

Désignons par GoG^ sa ligne moyenne, c'est-à-dire une ligne 
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telle que si, par deux de ses points infiniment voisins g et g' on 
lui mène des normales aô, a' 6' jusqu'à leurs rencontres avec l'in- 
trados et l'extrados, le centre de gravité G de l'aire aba'b' soit 
lui-même sur la ligne considérée. 

Nous comptons l'épaisseur constante ou variable s de la cou- 
pole suivant les normales ÂGB à la ligne mojenne. 

Nous ne regardons pas cette épaisseur comme assez petite pour 
que la coupole puisse être assimilée à une simple surface parfai- 
tement flexible, mais nous admettons cependant qu'elle est très 
petite par rapport aux courbures de la coupole. 

Nous pouvons, par suite, assimiler le trapèze abafb'k un rec- 
tangle et regarder la ligne moyenne Go G/, comme le lieu des 
milieux de ses normales ÂB. 

Nous admettons que la coupole, formée d'une matière élastique 
et homogène, est en équilibre sous l'action de son propre poids et 
de charges symétriquement distribuées autour de son axe. 

Les forces et les déplacements élastiques sont donc aussi symé- 
triques autour de cet axe et il suffit, comme au Chapitre précé- 
dent, de considérer la portion de la coupole comprise entre deux 
plans méridiens OoO?!, Ooa:2 formant l'angle infiniment petit ^ rf6 
avec le méridien principal Oo^o- 

Cette portion de la coupole peut être assimilée, non plus, comme 
au Chapitre précédent, à une courbe parfaitement flexible, mais à 
un arc élastique dont GoG,t est la fibre moyenne et dont la section 
transversale, sensiblement rectangle, est toujours 

(i) j ±= zx d^. 

Dans le problème traité au Chapitre précédent, les deux di- 
mensions j; ^ et e de cette section étaient regardées comme infi- 
niment petites. Ici la première est seule dans ce cas, la seconde 
est finie. Par suite, les forces élastiques qui se développent dans 
cette section aux divers points de AB ne peuvent plus être re- 
gardées comme uniformément réparties suivant cette ligne et 
donnant, par suite, lieu à une résultante nv appliquée en son 
milieu G. 

Mais, par raison de symétrie, toutes celles qui sont appliquées à 
une section normale AB de Tare considéré donnent des résul- 
tantes partielles situées dans le plan de symétrie AoBo A;, B^ de 
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cet arc, de sorte que, si on les transporte au point G, elles foar- 
nissent : 

1° Une composante N normale à AB ou tangente à Go(jr«, qui 
produit la compression de celte ligne et qui est l'analogue de la 
force n<r considérée précédemment; 

2® Un effort tranchant T dirigé suivant AB; 

3** Un moment de flexion M. 

Toutes les formules précédemment trouvées pour les arcs ayant 
un plan de symétrie AoBoA^B/, sont applicables ici, pourvu 
qu'aux forces directement appliquées à Tare GoG„ que nous con- 
sidérons, on adjoigne les réactions qu'il éprouve de la part du 
reste de la coupole dans les plans méridiens Oq^o OqX2. 

Ces réactions, par raison de symétrie, sont normales aux plans 
méridiens sur lesquels elles s'exercent et sont pareilles dans tous 
les plans méridiens. Examinons-les donc d'abord dans le méridien 
principal. 

Soit aba'b' un élément de la section méridienne comprise entre 
les deux normales infiniment voisines ab et a' b'. 

Je dis que ces forces élastiques sont uniformément réparties sur 
l'aire aba'V et se réduisent par suite, comme si l'épaisseur ab 
était infiniment petite, à une force unique appliquée au centre de 
gravité G de l'aire. 

En effet, l'anneau fermé engendré par Taire en question est un 
arc circulaire. 

Par raison de symétrie, après la déformation de la coupole, cet 
arc reste circulaire. 

Or un arc circulaire fermé qui reste circulaire ne peut pas subir 
de flexion, c'est-à-dire de rotations autour d'axes normaux à sa 
fibre moyenne ; car de tels mouvements modifieraient le rayon de 
la fibre moyenne sans modifier sa longueur totale, ce qui est 
impossible. 

Il ne peut pas non plus subir de torsion, c'est-à-dire de rotations 
autour des tangentes à sa fibre moyenne d'amplitudes variables 
d'une tangente à une autre ; car de tels mouvements feraient naître 
dans la section de l'anneau des forces élastiques tangentielles, et il 
n'en existe pas ici. 

Donc, il ne peut subir qu'un allongement ou une contrac- 
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lion simple de sa fibre moyenne, ce qui fait naître, dans une section 
transversale ahoIb\ des forces élastiques uniformément réparties, 
se réduisant à une résultante unique normale au plan delà section 
et.passant par son centre de gravité. 

D'après cela, si SiG'^Sj est la projection horizontale du parallèle 
du point G, la pression exercée sur l'élément générateur aba'b' de 
l'anneau quand il est arrivé dans le méridien OqXx est, en appelant 
q la pression méridienne par unité de surface, 

q' ^ qzx ds, 

appliquée en 8, normalement à Oo^i et, de même, Ja pression 
qu'il subit quand il est arrivé dans le méridien Oo^2 est une force 
pareille appliquée en §2 normalement à Oo^^. 

Ces deux forces se composent, comme il a été dit au Chapitre 
précédent, en une force unique horizontale située dans le plan du 
méridien principal, appliquée au point (G, G'^) et égale à 

q' d^== qzxdsd^. 
Ainsi, nous arrivons à cette conséquence : 

Un onglet d'angle infiniment petit d^ d'une coupole peut 
être traité comme un simple arc élastique dont la fibre 
moyenne GoG« est plane, symétrique par rapport au plan de 
cette fibre moyenne, soumise à des forces situées dans ce plan ^ 
pourvu qu^aux forces directement appliquées à cet arc on 
adjoigne des forces horizontales qtxdsd^ appliquées aux 
divers éléments ds de sa fibre moyenne, la force q qui repré- 
sente la pression méridienne étant une fonction inconnue de la 
position de son point d'application. 

D'après cela, soient respectivement 

Mû?ô, Tâ?e, N^ 

la somme des moments relativement à un point G de la fibre 
moyenne de toutes les forces autres que celles y'rfO comprises 
entre Gq et G; la somme des projections de ces forces sur la nor- 
male et sur la tangente à cette courbe en G. 

Le moment de flexion M, l'effort tranchant T et la compression 
N de la fibre moyenne seront, en appelant x^ y les coordonnées 



3o4 
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du point G, s Parc Go G et ^accentuant ces lettres pour un point 
intermédiaire entre Gq et G, 

M = rfO M -h r'q' i\y -y ) ds] 

= d^lM -h I q^y ds — y I qids\, 

N = rfe(N -+- ^ r qzds\, 

D^autre part, la section transversale de l'arc au point G, section 
que, dans la théorie des arcs, nous avons désignée par S, est 



W 



O) 



S -- <j = tx d^, 



et son moment d^nertie relativement à l'axe horizontal passant 
par ce point est 

(4) 1= 

Par suite, 

gE désignant le coefficient d'élasticité transversal et E le coeffi- 
cient d'élasticité longitudinal. 

La force q est une inconnue de plus que celles qui entrent dans 
les problèmes des arcs ordinaires. Mais il est aisé de Texpriffler 
en fonction de ces dernières. 

En effet, si i/ et (^ désignent les composantes du déplacement 



(5) 
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élastique d'un point G et qu'on considère de nouveau Tanneau 
circulaire complet engendré par une aire aboi V {fig* 78, p. 3oo) 
la fibre moyenne cii^culaire de cet anneau, qui avait d'abord un 
rayon égal à x^ prend, par suite de la déformation élastique, un 
rayon x -\- u. 

Donc, son allongement par unité de longueur est 

'xwix-^-u) — imx u 
ou -. 

Son raccourcissement est donc 

u 

X 

Ce raccourcissement est produit précisément par la compres- 
sion ^'par unité de surface. Donc 

(6) ^=-Ê?- 

Si, dans les équations qui précèdent, on porte cette valeur de y, 
qu^ensuite on porte les valeurs des premiers membres de (5) dans 
les équations générales du § 423, on a les éléments nécessaires 
pour résoudre tous les problèmes relatifs aux coupoles élastiques. 

§ 544. 

COUPOLE SIMPLElOSn POSES SUR UH PLAH HOBBOITTAL. — Supposons 
que la coupole soumise à des forces en équilibre et d'ailleurs 
quelconques soit simplement appuyée sans encastrement, sur un 
plan horizontal passant par son parallèle inférieur OG». 

Alors, en désignant respectivement par m„, Vnt M;, les compo- 
santes du déplacement élastique du point G^ et le moment de 
flexion en ce point, les conditions à remplir sont 

M/i = ï'/i = M„ = o. 

Si le point Go est sur l'axe et qu'ainsi la coupole se trouve fer- 
mée à sa partie supérieure, il n'y a pas d'autre condition à remplir 
sur les bords. Dans le cas contraire, j'admets que sur le parallèle 
Go il n'agit aucune pression ou une pression donnée, appliquée 

III. 20 
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en Go) de sorte que la seule condition à remplir en Go consiste en 
ce que le moment de flexion Mo y soit nul. 

En outre, on doit satisfaire aux équations de l'équilibre élastique 
définies au paragraphe précédent. 

Le problème étant déterminé comme tous les problèmes d'élas- 
ticité, de quelque façon qu'on parvienne à remplir les conditions 
qui viennent d'être indiquées, on est certain que la solution ob- 
tenue sera la vraie. Or on satisfera à la condition M|, = o et à 
celle Mo = o, si elle existe, en supposant le moment de flexion M 
identiquement nul dans toute l'étendue de l'arc. 

De là on conclut que l'eflbrt tranchant 

~ ds 

est aussi identiquement nul et que, par suite, les forces élastiques 
dans une section quelconque ab se réduisent à la compression N 
de la fibre moyenne, c'est-à-dire à une pression appliquée en g 
tangentiellement à cette ligne. 
Si n est cette compression par unité de surface, on aura 

N = nzx c^, 

et les conditions statiques d'équilibre relatives à une surface 
flexible sont de tous points applicables; elles fournissent n et q, 
analytiquement ou graphiquement suivant les méthodes exposées 
au Chapitre précédent. 

D'ailleurs, les composantes u et v du déplacement élastique se 
réduisent à 






N 



où l'on remplacera ^ par sa valeur maintenant connue (5). 
On tirera de là 

Un = Uo— ^ I — ûf* = O, 
I fN , 



COUPOLES MÉTALLIQUES. 3o7 

les intégrales étant étendues à tout Tare GoGn] ces équations 
déterminent les déplacements Uq et ^o, et alors les précédentes 
équations donnent les déplacements wet i^ d'un point quelconque. 

On a donc ainsi satisfait à toutes les conditions du problème. 

Généralement, les déplacements élastiques ne sont pas utiles à 
connaître, mais seulement les pressions n et q. Le problème se 
résout donc graphiquement comme il a été dit. 

On voit par là que les formules générales de la flexion jouent 
ici un rôle moins important que dans les arcs. Elles ne seraient à 
appliquer que si les bords de la coupole étaient assujettis à d'autres 
conditions telles que des encastrements. Alors on pourrait appli- 
quer la méthode exposée au paragraphe précédent. Son applica- 
tion générale conduirait à des calculs très complexes. Mais elle 
n'est guère usuelle que dans le cas où la fibre moyenne se réduit à 
une droite verticale ou horizontale, c'est-à-dire dans les tours 
rondes ou les manchons cylindriques et dans les plaques. 

Nous allons montrer comment elle peut être utilisée dans ces 
deux cas et la marche que nous suivrons s'étendrait sans difficulté 
à des coupoles de forme quelconque si, dans une première ap- 
proximation, comme d'ailleurs nous l'avons fait dans les arcs, on 
négligeait les efiels de l'effort tranchant et de la compression de la 
fibre moyenne devant ceux de la flexion. M. Resal a résolu le 
problème de cette façon. 
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CHAPITRE XII. 

ANNEAUX CYUNDRIQOES ET SPHÉRIQUES. PLAQUES CIRCULAIRES. 

CHAUDIÈRES. 



§545. 

APPLIGATIOH ÂV MAHCHOV GTUHDBIftUE. — ConsidéroDS un manchon 
cylindrique à axe vertical dont la section droite est formée par 
deux circonférences concentriques {fig* 74)? de rayons OA 
et OB. 

Fig. 74. 




Soient a le rayon de la circonférence moyenne représentée cd 
pointillé et e l'épaisseur du manchon. 

Nous le supposons soumis à des pressions normales aux cylin- 
dres qui le limitent, symétriques autour de l'axe et d'ailleurs quel- 
conques. 

L'onglet ABA'B' forme une poutre droite dont la fibre moyenne 
verticale est projetée sensiblement en G. Soient u le déplacement 
élastique parallèlement à OGtx d'un point quelconque de cette 
ligne; j^ la distance de ce point à l'une des bases du manchon ou 
plus généralement à un plan horizontal fixe. 

L'équation fondamentale des poutres droites devient, si nous 
comptons les moments positivement de gauche à droite comme les 
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déplacements élastiques, 



On tire de là 



j,,d^u dm 



Le second membre n'est autre que la charge par mètre courant 
de génératrice agissant sur le cylindre de section ABA'B'. On 
sait, en effet, que la dérivée première du moment fléchissant est 
égale à l'effort tranchant, et la dérivée de l'effort tranchant n'est 
autre que la charge par mètre courant. Cette charge se com- 
pose ici de celle donnée et de celle qtd^ résultant des pressions 
exercées à raison de q^^ par unité de surface sur les méridiens AB 
etA'B'. 

Supposons qu'il agisse une pression constante ou variable d'un 
point à un autre d'une même génératrice égale à p^ par mètre 
carré sur le cylindre intérieur et à p\' par mètre carré sur le cylindre 
extérieur. 

La pression totale qui agit sur Tunité de longueur du cylindre 
est 



dy^ 



=^poad^ —pi(a-h z)db-¥-qtc^, 



où />o, p^ sont des fonctions données de y. Par suite, comme le 
moment d'inertie I de la section ABA'B' est approximativement 



12 



on aura 



/ON C?*a 12 r / N 1 

^^^ ^ = E^[/'oa-i'i(« + 0-^ q^l 

ou, en remplaçant q par sa valeur (6) du § 543, 

OU 

/ /N ^*" "^ ï^ r / M 
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qui fournit le déplacement u avec quatre constantes arbitraires 
qu'on déterminera par les conditions aux extrémités du cylindre. 
Ayant u, on trouvera 

(5) ^=-E^, 

pour la pression méridienne en chaque point ; puis le moment de 
flexion 



''=^W 



ou 



(6) M = 5.?f!^5f. 



§546. 

GHiUDIÈRE GYUHDBIftUE A FONDS PLAT8. — Supposons une chaudière 
cylindrique soumise à une pression uniforme />© de Tintérieur 
vers l'extérieur et terminée par des fonds plats. 

Nous regardons les deux extrémités de cette chaudière comme 
assemblées sans encastrement avec les fonds plats sur tout leur 
pourtour. 

Soit /la longueur de la chaudière. 

Comptons les^ à partir de la section équidistaute des bases, en 

, / 
sorte que, pour j^ = ±: -, on a 

M = o et M = G. 

D'ailleurs /?! = o, /?o = const. 
L'équation à intégrer est 

Elle admet la solution particulière 

(8) "-HëT' 
et son intégrale générale est 

( 9 ) " = ^S—- -^ ^*^( ^ ^^^ *7 -*~ ^' sin «7) -h e-ar (B cos aj' -h B' sin a/), 
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en posant, pour abréger, 



désignant par A, B, Â', B' des constantes arbitraires et par e la 
base des logarithmes népériens, en sorte que 

e = 2.7182818. 

Il est évident que u ne change pas si l'on change y en — y\ ce 

qui exige que 

A=B, A'r^-B'. 

L résulte de là, en désignant par A^ et B^ deux nouvelles con- 
stantes et posant 

\ .^ = Gosaj, 

(10 bis) < 

— Sinav, 

•2 "^ * 

c'est-à-dire en désignant par Cos et Sin des cosinus et sinus hyper- 
boliques, 

(11) w - ^p h Ao Gosaj'cosaj -h Bo Sina^sina^. 

Pour j' = dz - » on doit avoir 



a = o et M — o 



soit £/ = o, j— - = o. Ur 

— -j = 2a*(— Ao ^xviiy %\xi7.y -^ Bq Gosa^cosaj'). 

Donc 

^ h Ao Cos- a /cos- x/ 4- Bo Sin- a/ sin- al = o, 

Es a •! 2 2 ' 

— Aa Sin -a/ sin- a/-f- Bq Cos- a/ cos- a/ = o: 
22 22 

d'où 

Cos|a/cos Ja/ 



1 _ />o«' Cosja/cosja/ 

"" ET Sin4a/sin4a/-hGos4a/cos«ia/' 

j n _ Po^* S'in \olI sin\oL l 

f *"" ET Sin»ia/sin4a/-+-Cos4a/cos4a/' 
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A cause des formules 

sin«~a/ — I— cos*-a/, 
Sin«-a/^: Gos«ia/--i, 

2 2 

le dénominaleur se réduit à 



Cos*-a/ — sin*-a/ = -(Cosa/-*- sina/); 

2 2 2 

par suite 

2/?o«* Cosia/cos^a/ 
Ke Cosa/-4- sina/ 



Ao: 



__ 2/?o«' Sin^a/sinja/ 
*~ Ks Gosa/-4- sina/ 

Connaissant A© et Bo, Téquation (i i) donne ii. Par suite, on a 
la pression méridienne 



et le moment de flexion 



-* a 



M — El -j— = ^ X 2 a*(— Ao Sin atv sin ay h- Bq Cosa v cosi/). 

ty'* 12 

Dans la section du milieu, soit pour j* = o, on a 

p^a KAo 
^ £ a 

M = — - — e/6 Bo. 
o 

La tension maxima, c^est-à-dire celle de la fibre la plus éloignée 
de la fibre moyenne, est 



2l ~ ad^i^ 
soit 



EEa«Bo, 



. .Smia/sinîa/ 'xx/lona Smla/smla/ 

2/>oa'a'p^ — S ^— i = — >, — S ^— ,• 

'^ Cosa/ -f- cosa/ e Cosa/ + cosa/ 

A celte tension on doit ajouter la traction longitudinale pro- 
duite sur chaque génératrice par la pression p^ qui s'exerce sur 



ANNEAUX CYLINDRIQUES. PLAQUES CIRCULAIRES. CHAUDIÂRES. 3l3 

les deux fonds de la chaudière. Cette pression totale est 

on sensiblement 

La section de la chaudière étant sensibleinent 

nmaz, 
la traction par unité de surface est 

PoU 
SE 

de sorte que la traction maxima totale est 

ae \ ^ Cosa/ -H cosa// 

L'effort tranchant T en un point quelconque se déduirait du 
moment de flexion M par la formule ordinaire 

Pourj^r:i::±: -> la valcur absolue de T représente les réactions 
des appuis. 
On a donc 



T= — 



6 

/ 



(— Ao-+-Bo)cosa^ Sinaj^ — (Ao-h B©) sina^Cosa/ 1 



et, pour^ = dz 



Ti = ± 



2 



(Bo— -Ao)cos- à/Sin-a/-4- (Bo-hAo)sin- a/Gos-a/ L 



6 

ou, en remplaçant Ao et Bq par leurs valeurs (12), 

_ />a'a'6*é/8 Sina/cosa/ — Cosa/sina/ 
-^ "' 6 Cosa/-4-sina/ ' 

Donc, si P est la traction par unité de surface exercée par la 
partie cylindrique sur la circonférence des fonds de la chaudière 
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et si eo est l'épaisseur d'un fond, l'action sur l'élément de surface 
Co a dh sera 

en sorte que 

PEoarfe = T/, 

d'où 

_ /JoS^a'a* Sina/cosat/ — Cosa/fîina/ 
~~ 6eo Gosa/-+-sina/ 



§S47. 

FIiEXIOH D'UNE PLAftUB GIBGULAIBE. — Considérons une plaque 
circulaire pleine ou plus généralement évidée représentée en coupe 
et en projection horizontale sur la (^fig* 75 p. 3i5). 

Nous la supposons soumise à une pression verticale descen- 
dante/?, symétrique autour du point O, mais pouvant être variable 
d'un point à un autre du même rayon. 

Elle fléchira, sans s'allonger ou se raccourcir sensiblement 
dans le sens horizontal . 

Si donc nous considérons un secteur ABA'B', les pressions 
méridiennes q sont nulles, en vertu de la formule (6) du § 543, 
puisqu'on a ici u = o. Par suite, ce secteur peut être considéré 
comme une poutre de section variable. 

Si l'on appelle v l'abaissement vertical d'un point (G, G) de sa 
fibre moyenne placé à une distance 0G = j; du centre, on aura, 
en comptant les moments positivement de gauche à droite, à 
appliquer la formule habituelle des poutres droites 

(.8) Elg=-M. 

Soit eo l'épaisseur de la plaque, la section transversale de la 
poutre en G est un rectangle de hauteur e© et de base xdh. Son 
moment d'inertie est 

(19) l = xd^^' 

lï 

Le moment de flexion M est, à une fonction linéaire près de j, 
la somme des moments des forces directement appliquées entre 
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l'extrémité gauche de la poutre et le point G. Cette somme est 



rfO 



Donc, en appelant 



/ p'{x' — x)x' dx' . 

— û?e(Aa7-+-B) 

Fig. 75. 




la fonction linéaire à ajouter, on aura 

— ^x -j—^ = f p' ix — x' )x' dx' -i- Xx -h B 
12 dx* *"^ ^ 



OU 



En intégrant deux fois de suite, on obtient v; les quatre con- 
stantes que comportent son expression se déterminent comme 
dans le cas d'une poutre ordinaire, d'après les conditions aux 
deux extrémités. 

Supposons qu'il s'agisse d'une plaque pleine soumise à une 
pression uniforme /> = /?o et simplement appuyée sur un pourtour. 
On aura 



d^ç 12 r a:» ^ Bl 
d^* = ËTi[^'-6^^-^xr 
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d'où 

rfj? EeJV i8 / 

(a,) c^ J^/^^^^^B(xLar-i)-^Car-4-DV 

Il est clair, par raison de symétrie, que la tangente à la fibre 
moyenne au centre de la plaque reste horizontale, soit pour x = o, 

-y- = o, ce qui exige que B = C = o, d'où 

Soit a le rayon de la plaque. Pour x=:a,on doit avoir 
p = o et M = o, 



ou 



soit 



et 



On tire de là 



d'où 



ou 



di»-*»' 




/>««' . Aa« 


: 


72 2 


^-- h A = 0. 




A- ^ , 




72 




l!>,/>o/j7* a* 2?* 


5av\ 









(22) f>= r-^^ (a— ar)(5a»-f- 5a'j? — aa?*— a?«), 

Le moment de flexion est 



ax* 12 



ou 



(33) M = -^(x.-«.). 
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La tension à la surface de la plaque^ en un point placé à la dis- 
tance X du centre, est 

Me, _ ^^'rfP 
al a 

soit 

(a4) _Z'>(x.-a«)=^,^^fîi. 

Le maximum a lieu au centre, soit pour a? = o, et a pour valeur 

C*est donc celle que ne doit pas dépasser la tension qu'on 
veut faire supporter à la matière employée, ce qui détermine 
Fépaisseur Cq. 

§548. 

TOISIOHS D'UHE PLAttUE ET D'Ul MAHGHOH ORGULAIBE. — Suppo- 
sons toujours une plaque circulaire {fig* 75, p. 3i5) pleine ou, 
plus généralement, évidée. Supposons que, sur son pourtour inté- 
rieur, on produise une pression /?o par unité de surface et, sur 
son pourtour extérieur, une pression p^ par unité de surface. 

Soient respectivement a© et ai les rayons de ces deux circon- 
férences. 

Si nous considérons le secteur compris entre deux plans mé- 
ridiens, il forme une poutre qui ne supporte qu'une traction ou 
une compression simple. Si u est le déplacement élastique suivant 

N 
O j; du point G placé à la distance x du centre et ^- la compres- 
sion par unité de surface de Taxe d'une pièce simplement com- 
primée, on a 



d'où 




(a) 


du N 
dx ~ ES 


ou, comme la section est 






S = 6oa?éfe, 
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on a 



d'où Ton lire 



du _ I N 

dx E Eq cfB â? 



, du 
"^di i rfN 



dx £ eo â^Ô d!r 

Mais la compression N se compose, par définition : 

1° De la pression exercée sur Textrémité gauche de la poutre, 
laquelle est p^ a^t^d^\ 

a® De la somme des projections sur 0:r, des pressions méri- 
diennes q agissant entre l'extrémité gauche de la poutre etlepoiol 
considéré. 

Donc 

N =/?o«o8o^-+- 60^ / ^dxi 
d'où 

Par suite, l'équation ci-dessus devient 



, du 

dx -j- 

dx ^ q 

~dr """ë" 



On a d'ailleurs (§543) 
d'où 



Eu 



, du 
dx — 

dx __ u 

dx '~ X 



équation différentielle linéaire du second ordre en u. 

On vérifie sans difficulté qu'elle admet les deux solutions par- 
ticulières 



I 

U = Xj M = - . 

X 



Donc son intégrale générale est 



. B 

u = AiPH • 

X' 
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Par suite, 

, = -eï.-e(a.|) 

est la pression méridienne. 

La pression par unité de surface sur la section transversale de 

N 
la poutre est ^ ; nous la désignerons par la lettre n, en sorte que 

» = -.§=-e(a-|). 

Or, pour X = ao, on di 

pour x = ai, 

n=pi, 

ce qui donne entre les deux constantes A et B les deux équations 

p.=-e(a-«). 

d'où 

'^- E(a»-aî) ' 

E(al-aî) • 

N 
Portant ces valeurs dans u^ Çy ^ ou n, on aura le déplacement 

élastique et les pressions par unité de surface, à savoir 

Su 

(a5) [qial— aj) = pia\— p^al — (;?o - /?i ) "^^ > 

n{a\ - al) = p^a\ -^ p^al -+- (;?o— />i)-^- 

Les valeurs extrêmes des pressions ont lieu pour j: ^ ao ou 
x = ai, soit sur le pourtour de la plaque. 
Si la plaque est pleine, on a 

ao=o et y = n =^1 = const., 
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ce qu'il était aisé de prévoir. La plaque est également pressée ou 
tendue dans toutes les directions. 

Si la plaque est évidée, que la pression sur la circonférence 
intérieure soit la plus grande et si, en outre, /?oûtJ >/?i«î, ? est 
négatif, c'est-à-dire représente une tension t] sa plus grande va- 
leur absolue a lieu pour x = a^, soit sur la circonférence inté- 
rieure, et a pour valeur 

Bemarque. — Si la différence a^ — ao=e, représentant l'é- 
paisseur de la chaudière, est considérée comme infiniment petite, 
et que a désigne le rayon du cylindre moyen, on a 

^ {P\ —Poa) 

ou 

^ ' e ' 

pour la pression méridienne q ou la tension méridienne — q = t, 
suivant que la plus grande pression a lieu vers le dehors ou vers 
le dedans. Ces dernières formules sont faciles à établir directe- 
ment en coupant la chaudière par un plan diamétral et écrivant 
qu'il y a équilibre entre les tensions (ou pressions) dans les parties 
coupées et la pression exercée sur le demi-pourtour de la chau- 
dière. 

§ 549. 

8UB LES GHàUSifiBES GTLIHDBKIUES A FOHDS PLAT8. — Dans une chau- 
dière à fonds plats soumise à une pression intérieure po, par 
exemple, nous avons vu comment on trouve la tension maxima 
dans le corps de la chaudière. 

Sur chaque fond d'épaisseur eo, la tension maxima due à la 
flexion est, comme nous l'avons vu, 

si le rayon de la chaudière est a et l'épaisseur du fond plat So- 
A cette tension, il faut ajouter celle P que produit la liaison de 
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la chaudière avec le fond et qui est fournie par la dernière équa- 
tion du § 516. 

Nous avons supposé la chaudière reliée aux fonds plats sans en- 
castrement. 

Si l'on supposait que la liaison eût lieu avec encastrement : 

I" Dans Tétude du manchon cylindrique (§ 545), au lieu d'ex- 
primer que, pour j^ = ± -> on a w = o et M = o, on écrirait que 

pour ces valeurs on a w = o et M = Mq, M© étant le moment de 
flexion inconnu au point d'encastrement; 

a** De même, dans l'étude de la flexion du fond plat, on expri- 
merait que, pour ^ = <2| , M = Mo ; 

3° Cette grandeur M© constituerait une inconnue de plus que 
dans le problème tel qu'il a été posé. Pour la trouver, on aurait à 
exprimer que l'angle dont a tourné une génératrice du pourtour 
du fond est le même que celui dont a tourné l'extrémité de la fibre 
moyenne de la chaudière. Le premier de ces angles est, d'après les 
notations employées dans le problème du fond, la valeur absolue 

que prend -j- pour ^ = a^ ; le second est la valeur absolue de --r- 
/notations employées pour le manchon cylindrique, pour y = -y 

En égalant ces deux valeurs, on aurait l'équation nécessaire 
pour déterminer le moment de flexion M© à la jonction de la chau- 
dière et des fonds. 

§ 550. 

GHAUDlfiB£8 SPHÉBIdUES. — Considérons {fig. 76, p. 822) une 
enveloppe métallique comprise entre deux sphères concentriques. 
Soient a le rayon de la sphère moyenne entre les deux et e© leur 
écartemen^, c'est-à-dire l'épaisseur de la chaudière que nous sup- 
poserons d'abord infiniment petite. 

Soit /?o la pression supposée intérieure, pour fixer les idées, que 
supporte cette enveloppe. 

Il est clair que celle-ci sera également tendue dans tous les 
sens. Pour avoir la tension que nous appellerons ^0 par unité de 
surface, coupons par un plan diamétral AB. Il y a équilibre entre 
iri. SI 
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la tension qui s'exerce sur le pourtour annulaire AA^BBo et la 
pression p^ qui s'exerce sur la demi-sphère ACB. La somme des 
projections des pressions p^ sur une perpendiculaire au plan AB 
est égale (§ 31) à la pression qui s'exercerait sur le cercle AjB^, 
soit sensiblement 

Fig. 7G- 




La tension totale sur la surface annulaire AAqBB<, es! 
d'où 

OU 

(26) ^0=:^. 

Comme la tension ^0 doit rester inférieure ou au plus égale à 
celle que peut supporter la matière, cette formule fournil la valeur 
de £0. 

Remarque, — Si l'on considère un onglet BqBDoD, les pres- 
sions que nous avons précédemment appelées q^ qui s'exercent 
sur ses deux faces Bq B et D© D, sont ici négatives, puisque la sphère 
est partout tendue, et Ton a 

(27) <7=— /o = -;?^-^. 

2£o 

Si l'on appelle u^ le déplacement élastique dans la direction du 
ravon moven Oo: de cet onglet (et ce déplacement est le même 
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dans toutes les directions), on a, comme nous savons, 

Supposons à présent Tépaisseur Sq quelconque. 

Admettons que la chaudière soit soumise à la pression p^ sur sa 
surface intérieure et à une pression p^ sur sa surface extérieure. 

Concevons {Jig- 76, p. Saa) un cône ODB dont la base DB soit 
une courbe fermée de dimensions infiniment petites et de forme 
d'ailleurs quelconque, tracée sur la surface de la sphère extérieure. 
Coupons ce cône infiniment délié par trois sphères concentriques 
aux sphères données, à savoir : Tune de rayon unité, non repré- 
sentée sur la figure, les autres ab et a! U de rayon x et x -\- dx. 
Soit 0- l'aire de la section faite dans le cône par la première sphère ; 
les aires des sections faites par les deux autres seront respecti- 
vement 

Le solide abdV est en équilibre sous Tinfluence des pressions 
exercées sur ses bases ab et o!b' d'une part et sur sa surface laté- 
rale bV ad d'autre part. La somme des projections de toutes ces 
forces sur un axe Ox placé à l'intérieur du cône est donc nulle. 

Soit n la pression par unité de surface exercée sur la base ab, 
La pression totale exercée sur cette base est 

Celle exercée sur dV est 



-'H'^^'^)' 



de sorte que la pression totale sur les deux bases est 

dnx'^ , 
— (T — ; — cijr. 
dx 

Soit q la pression méridienne par unité de surface à la distance x 
du centre O des sphères. 

La somme des projections sur Oj: de la pression uniforme q 
exercée sur la surface latérale adbV s'obtient (§ 31) en multi- 
pliant q par la projection de cette surface sur un plan perpendi- 
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culaire à Ox. Or cette projection est égale à la différence des 
bases a'fe' et ai, soit 

<i[(ar-4- dxY— x^] = '^(sxdx. 
Donc on a 

■ dx -^ ifjqx dx = o 



dx 

dnx^ 
dx 



iqx. 



Or, si u est le déplacement élastique, suivant Oj:, d'un poinl 
de ab^ on aura 

d'où 

dx^-z- 
cLr 

équation différentielle dont l'intégrale générale est 

u = kx -f- .j 

A et B étant deux constantes arbitraires. 
On en déduit 

, = -E(.-îî), 

, = -E(A^i). 

Soient, pour abréger, 

e ^ £ 

ao=a et ai = aH-- 

2 a 

les rayons des deux sphères qui limitent la chaudière. 
Pour ^ = aoj «^ = ^o on a respectivement 

n=/?o, n = pi, 
en sorte que 

EA- — =-/>o, 
EA+--3- =-/?,• 



a 
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d'où 



Cl 



(•>.8) 



EA = 



/>o«iî— />ifl^? 



'2{ai~ai) 



pi a» — /?oa3 -H (pa—pi ) 



ala\ 



9 = 



ai- ai 
p,a\-p^al^I^-^ -^ 



a\ — al 



„ _ Pi^al—Pv a\ ^ , (Pi^—pi)ala] i 
al— al 2(«i— «0) ^* 



Si/>i = o, on a 
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qui représente une tension dont la valeur maxima a lieu poui 
En général, le maximum de </ a lieu sur une des sphères. Si 

«1 — Ûfo = So 

est inflniment petit, on retrouve facilement la formule (27). 



§ 531. 

CHAUDIÈRE CÏLiHfiBIdUE A FOHDS BOMBÉS. — Une chaudière cylin- 
drique indéfinie ne supporte pas de flexion. 

La tension t suivant une de ses génératrices, si Ton regarde 
l'épaisseur de la chaudière comme infiniment petite, est fournie 
(§ 516, Rem.) par l'équation 



(^9) 



•t = ^, 



en désignant par e l'épaisseur de la chaudière et par a son ravon. 

On a d'ailleurs (§ 348), pour la tension Ùq d'une chaudière 

sphérique supposée d'épaisseur £©, infiniment petite, de raj^on Oi 
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et pressée du dedans vers le dehors, 

(3o) — ^ = fo = /'o^- 

Supposons, d'après cela, une chaudière cylindrique, de rayon a, 
d'épaisseur e, fermée à ses deux extrémités par des fonds en 
forme de calottes sphériques d'épaisseur e© et de rayon a^. Pour 
que la chaudière cylindrique se dilate librement comme si les deux 
fonds n'existaient pas, il faut et il suffit que la dilatation de la 
circonférence de jonction soit la même, qu'on regarde cette cir- 
conférence comme appartenant à la partie cylindrique ou aux 
fonds sphériques. 

Ceci exige que les tensions t et to soient les mêmes, d'où 



ou 



Lamé, qui a le premier traité ce problème {Comptes rendus de 
r Académie des Sciences du iS février i85o, t. XXX, p. iS;), 
trouve, en partant des principes de la théorie mathématique de 
l'élasticité, 

v;-3 r-^'^^i' ^ )• 



(') La diirérencc tient à ce que, des deux coefficients désignes par Lamé pir 
les lettres X et ji, dans les leçons sur la théorie mathématique de rélafticité. la ré- 
sistance des matériaux supposeX = o; tandis que risotropie de la matière coo- 
duirait à faire X — |x. 



PiOo 
2£o 


t 




•xa 
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NOTE L 

SUR LA DÉTERMINATION DIRECTE DES ARCS d'ÉGALE RÉSISTANCE. 



I. - ARCS POSES SUR ROTULES. 

§1- 

SOLIDE D'ÉfiALE BÉ8I8TAHCE POUB UlE GHABftE YERTIGALE STMÉTBiaUE. 

— M. l'Inspecteur général des Ponts et Chaussées des Orgeries a, 
le premier, à notre connaissance, proposé une méthode directe et 
exacte pour Tétude des poutres droites d'égale résistance. Nous 
nous proposons d'étendre sa méthode aux arcs. Nous suppo- 
serons d'abord que l'arc considéré soit symétrique, ainsi que la 
charge qu'il porte. 

Quelle que soit cette charge et quel que soit l'arc, le polygone 
des pressions passe par les deux tourillons A et B (^fig> 77? p- SaS). 

La troisième condition à laquelle il est assujetti et qui sert à le 
déterminer résulte du théorème fondamental ou de l'équation (i) 
( § iHA) qui, si le coefficient d'élasticité est constant, donne 

'M 






Chaque élément — j— de cette intégrale est de même signe que 

le moment de flexion correspondant M. Donc, pour que l'intégrale 
puisse s'annuler, ce qui exige que certains éléments soient positifs 
et d'autres négatifs, il faut que M change de signe au moins une 
fois; comme tout est symétrique, il ne peut changer de signe en 
un point de l'arc sans en changer au point symétrique^ il faut donc 
qu'il change de signe au moins deux fois. 

Cela équivaut à dire que la courbe des pressions, quelle qu'elle 
soit, doit couper l'arc non seulement en ses deux extrémités A et 
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B, mais encore en deux autres points J et J' symétriquement 
placés par rapport au sommet C. 

Admettons en premier lieu, sauf ^vérification ultérieure, 
qu'elle ne le coupe qu'en ces quatre points. 

Cela arrivera forcément si la fibre moyenne de Tare est une 
courbe du second degré et si la charge est uniforme, parce qu'alors 
la courbe des pressions est une parabole qui ne peut couper une 
autre courbe du second degré en plus de quatre points. 

F'8' 77- 




Soient a l'abscisse du point J comptée depuis A et t l'arc AJ. 
A cause de la symétrie de l'arc et de la charge, l'équation (i) ci- 
dessus peut être remplacée par celle-ci 






ou 






La condition d'égale résistance est 

Mu 



I 



= dzR, 



u étant la distance donnée, constante ou variable, d'une section à 
une autre, de la fibre moyenne à la fibre extrême {intrados ou ex- 
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trados) la plus éloignée de la fibre moyenne. Le signe du second 
membre doit être le môme que celui de M. Et, comme M change 
de signe en J et n'a, par hypothèse, pas d'autre changement de 

M 
signe entre A et C, si Ton tire -p de la dernière équation et qu'on 

la porte dans l'avant-dernière, celle-ci devient 

s 

A la place de la distance u de la libre moyenne à la fibre la plus 
éloignée, on peut introduire la hauteur totale h de l'arc, qui est, 
en général, proportionnelle à li, de sorte que l'équation devient 

Si la hauteur de l'arc est constante, le facteur j- sort des signes 
d'intégration et disparaît de l'équation. 

Cette équation fournit la valeur de o-, c'est-à-dire la position du 
point J par où doit nécessairement passer la courbe funiculaire 
des charges, quelles qu'elles soient. Cette courbe devant ainsi 
passer par trois points A, B, J est déterminée et l'on peut la 
tracer (§ 4o). Sa distance polaire mesurée à l'échelle des forces 
représentera la poussée, et les portions d'ordonnées comprises 
entre elle et la fibre moyenne, multipliées par cette distance 
polaire, donneront les moments de flexion. Ceux-ci connus, les 
moments d'inertie des diverses sections s'ensuivront par la con- 
dition d'égale résistance. 

On voit par là que toute la difficulté consiste à résoudre l'équa- 
tion (a) ou (2') qui définit la position du point J. 

§2. 

APPUGATION A Ul AEG GIRC1ILAIBE DE HAUTEUE GQN8TA1ITE. — Si 
s'agit d'un arc circulaire de hauteur constante, on peut la résoudre 
analytiquement. 
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Soient Oo le demi-angle d'ouverture de l'arc et e l'angle du rayon 
([ui aboutit au point J avec la verticale. 
L'équation générale (2) devient ici 



f yds= j yds=\ f yds. 



Or, si R est le rayon de l'arc, l'angle polaire compté depuis 
la verlicale, on aura 

y = R(cos6o— cosO), 
ds= Kd^. 

Donc l'équation à satisfaire devient 

/-' I r^' 

I (cos6o— cosB)^ = - I (cos6o--cos0)rf8 



ou 



6 cosBo — sine =^ -(ÔoCosOq— sinOç). 
-sine— -(Bq — tangôo)- 



cos6(, 'jt 

On a d'ailleurs, /et / étant respectivement la flèche et rouver- 
lure de l'arc, 

lang-Oo= -^-, 

langOo=^-5-,yi, 

de sorte que, pour chaque surbaissement donné, on connaît \ et 
l'on en peut conclure e. On pourrait aisément former une table 
a simple entrée fournissant ainsi, pour chaque surbaissement, la 
position du point J. 

Mais il est rare que, dans la pratique, on ait des fibres moyennes 
exactement circulaires et des arcs de hauteur constante, de sorte 
que les Tables de ce genre n'ont pas tout à fait l'utilité qu'on se- 
rait tenté de leur attribuer. 

Nous allons indiquer, par un exemple, une solution graphique 
générale du problème, quelles que soient la forme de la fibre 
moyenne et les variations de hauteur de l'arc. 
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§3. 

APPUGATIOH A L'AEG DU POR DU DOUBO A PORTO (^). — Cet arc 
{Jîg> A, PL AJCJCVl)^ de forme circulaire, a i6o"* de portée, 
3j", 5o de flèche à l'intrados, lo™ de hauteur à la clef. Il repose 
sur deux culées en maçonnerie par de simples rotules, de façon 
à éviter tout encastrement. 

Il porte une poutre supérieure reposant sur deux piles-culées b 
et 6' fondées sur le sol et sur des palées a, a', a, a' s'appuyant sur 
l'arc lui-même. 

Cette poutre est continue; mais, pour ne pas compliquer la 
question spéciale que nous avons en vue d'un problème étranger, 
nous la considérerons (cette disposition qui, en réalité, nous 
semble meilleure, a été, depuis, adoptée pour le viaduc de Garabit 
sur la ligne de Marvejols à Neussargues, lequel a i65™ de portée et 
60"* de flèche) comme coupée au droit des palées a, a', a, a'. 
Nous regarderons la partie centrale aa' de 53", 188 de longueur 
comme faisant corps avec l'arc; les parties aa, aa', de a8"',^5, 
comme reposant librement sur les parties a, a, a', a'; enfin les 
parties extrêmes a6, a' 6', de 28", ^5, comme reposant de même 
sur les palées a, a' et les piles-culées 6, b'. 

L'arche tout entière qui constitue le pont se compose de deux 
arcs identiques. 

Pour qu'ils puissent opposer plus de résistance au vent, ils sont 
placés dans deux plans inclinés par rapport au plan vertical pas- 
sant par l'axe de la voie, de telle sorte que leur écartement de i5"* 
aux naissances n'est plus que de S^^QO dans l'axe des membranes 
supérieures. 

Chaque arc est formé de panneaux à croix de Saint-André et 
montants verticaux. 



(') Ce magnifique ouvrage, récemment établi sur le Douro, à Porto, est dû, 
comme on sait, à deux constructeurs français, MM. Eiffel et Seyrig. Les chiffres 
que nous donnons relativement à cet Ouvrage sont empruntés à une remarquable 
Note de M. Seyrig. 
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Supposons chaque arc soumis : 

i*^ A une charge permanente /> = 3ooo tonnes par mètre cou- 
rant; 

2" A une surcharge d'épreuve p = i5oo tonnes par mètre cou- 
rant régnant sur tout Tare, d'où /?'=-. Et, si p^ =i p -h p' est la 
charge totale, on a 



p=ip 



ou 



(3) P^Ip'^ P'-\p"- 

3° A une surcharge pareille régnant seulement sur la travée cen- 
trale des poutres supérieures ; 

4** A une surcharge pareille régnant sur les deux demi-travées de 
gauche ba et aa à partir de la culée b. 

Je me propose de montrer comment on peut déterminer direc- 
tement et rigoureusement par la condition d'égale résistance les 
trois polygones des pressions répondant à la charge permanente 
augmentée des trois modes de surcharge supposés. 

En adoptant en chaque point le plus défavorable, c'est-à-dire 
celui qui fournit le plus grand moment de flexion en ces points et 
utilisant ces moments de flexion maxima pour déterminer le> 
moments d'inertie des sections de l'arc, on sera certain que l'arc 
résistera aux diverses épreuves indiquées. 

Si on voulait lui en faire subir d'autres, cela ne ferait que mul- 
tiplier le nombre des polygones de pression à tracer; mais la mé- 
thode serait la même. 

§ 1. 

DÉTERHOIATION DES POIHTS D'OTTERSECTION DE LA HERE MOTEIIE ET SU 
POLTfiOHE DES PRESSIONS POUR UHE CHAROE STHÉTRIOUE aUELGOiaOK. - 

Envisageons le cas général où l'arc porterait une charge symétrique 
donnée quelconque et proposons-nous de le constituer a priori 
de façon qu'il soit rigoureusement d'égale résistance relativement 
à cette charge. 
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A cet effet, divisons la fibre moyenne en un certain nombre de 
parties égales-, nous la diviserons ici en ig parties, ce qui esta 
peu près le nombre des panneaux. 

Désignons {^fig* A, PL XXXVIl) les points de division par les 
lettres C|, C2, C3, ... et h\y b^, 63, . . . , en allant de la clef aux 
naissances. 

Soient 

yu 72, ..., y%, y^ 

les hauteurs de ces points de division au-dessus de la corde AB et 

Al, . . ., /l8, A9 

les hauteurs de l'arc au droit de chacun des points de division, ces 
hauteurs étant mesurées normalement à la fibre moyenne sur le 
dessin de la PL XXXVI. 

Si h est l'une quelconque de ces hauteurs et y l'ordonnée cor- 
respondante de la fibre moyenne, nous pouvons remplacer l'équa- 
tion 1[2') approximativement par celle-ci : 



w . If -2 



Pour trouver les inverses j des hauteurs h ou plutôt des quantités 

proportionnelles à ces inverses, traçons i^fig» a, PL XXX Vil) 
deux axes rectangulaires. Sur l'un, à partir de O, portons des 
longueurs proportionnelles à ces hauteurs, par exemple, ces 
hauteurs triplées, soit 0A| = 3/i,, 0/i2 = SAj, . . ., OA» = SA©; 
sur l'autre, une longueur arbitraire OC. Par le point C, menons 
des perpendiculaires aux rayons C/t|, C/ta, ..., C/ig, perpendi- 
culaires que nous prolongerons jusqu'à leurs rencontres en Aj, A'^', 
A',, . . . , A', avec l'axe Ox prolongé. 

Les longueurs OA',, OA'^, . . ., que nous appellerons A',, A',, . . ., 
sont proportionnelles aux inverses de celles A. On a 



d'où 



A ^' 
^*' OG 
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La dernière équation peut, par suite, s'écrire 

£ 

(3') ^hy=^hy, 

1 (T 

donc si, aux points de division c/, on suppose appliquées des 
forces horizontales, égales ou proportionnelles aux longueurs /r^ 

a;, ...,a;(<). 

Mais, Tare étant surbaissé, les lignes d'action iiCi, èjCa, ... 
ainsi obtenues seraient trop rapprochées les unes des aulre>. 
C'est pourqjioi on a doublé toutes les ordonnées r/, ce qui donne 
les points c] et b'^ dont les ordonnées y' sont respectivement 217. 
En multipliant les deux membres de (3') par 2, on obtient IVqua- 
tion 

On appliquera les forces proportionnelles aux h] aux points r|. 

Portons ces forces bout à bout sur Fhorizontale DA formée par 
la corde. 

Pour ne pas rendre ce polygone trop long, on a pris les forces 
égales aux h[ divisées par 5. Construisons le polj^gone funicu- 
laire de ces forces ayant le point C pour pôle et le point D 
pour point de départ, de sorte que le premier côté est la verticale 
du point D arrêtée à la ligne d'action de la première force, c'esl- 
à-dire à la ligne c\ b\ ; le second est parallèle au rayon qui va de C 

h' h' 

au point de division des forces -r^ et -^ et s'arrête à rhorizonlale 

c'26',. Les côtés suivants sont des parallèles aux autres rayons. 

Soit/ le point où le dernier côté coupe l'horizontale DA. On a, 
d'après la théorie des moments, puisque CD est (§ 43 bis) la 



C) Si Ton avait divisé Tare en un nombre pair de parties et qu'ainsi il y eût ud 
point de division au sommet, on y appliquerait une force proportionDclIemeDl 
moitié de celles appliquées aux autres points, pour tenir compte de ce que ccUi- 
force ne se rapporterait qu'au demi-arc A placé à gauche du sommet. 
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distance polaire du polygone, 

s 

ï 

2]^y = D/xG'D. 

1 

Si, au lieu de Téquation approchée (3), on avait considéré Té- 
quation exacte (2), le polygone serait remplacé par une courbe, à 
savoir la courbe funiculaire des forces horizontales h' ds. Suppo- 
sons, pour un instant, cette courbe tracée et coupant l'horizontale 
AB en /. Prenons le point 8 milieu de D/; parce point, concevons 
qu'on mène une tangente à la courbe funiculaire C'/ dont il vient 
d'être parlé. Soit y le point de contact. Menons l'horizontale dey ; 
elle vient couper la courbe formée par les points c\ au point J'. 
Reportons ce point, par une verticale, sur la fibre moyenne en J. 
Je dis que c'est là le point cherché où le polygone des pressions 
coupe la fibre moyenne. Il coïncide ici avec le point c^ et J' avec c',. 
En effet, la somme des moments des forces h' ds comprises entre 
le point J' et l'extrémité A de l'arc est égale au produit 

G'Dx8/, 

de sorte que, si a* est l'arc AJ, on a 

f hyds-^C'Dx^f. 
«-'0 
De même, on a 






'ds = CD xùD; 
d'où, à cause de oD = 0/, 

f h'yds^ Chyds, 

qui montre que le point obtenu satisfait bien à l'équation qu'il 
s'agit de résoudre. 

Dans la pratique, comme nous remplaçons la courbe funicu- 
laire C/par le polygone tracé, nous chercherons les deux côtés 
consécutifs de ce polygone qui, prolongés jusqu'à la droite DA, 
la coupent en deux points placés de part et d'autre de son milieu 0. 
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Ces côtés sont ceux qui forment le sommet du polygone portant la 
lettre y, de sorte que le point J qu'on en déduit est celui où passe 
le polygone des pressions. Il peut donc être tracé quelle que soit 
la charge donnée (pourvu qu'elle soit symétrique) relativement à 
laquelle on veut que l'arc considéré soit d'égale résistance, puis- 
qu'il est assujetti à passer par les trois points A, J, B. 

Sa distance polaire, évaluée à l'échelle des forces, donnera la 
poussée q que l'arc d'égale résistance fera naître sous l'influence de 
la charge considérée. 

Le produit q x 1^ de. cette poussée par la portion d'ordonnée s 
comprise entre le polygone funiculaire et l'arc donnera le moment 
de flexion M en chaque point de l'arc. 

1*^ Tracé dn polygone des pressions dans le cas d'une surcharge uni- 
forme régnant sur tout le tablier. — Pour tracer le polygone, il faut 
se donner les charges. Ce qu'il y a de remarquahle, c'est qu'on ail 
pu déterminer le point J sans se les donner. 

Nous verrons à quoi cela tient, et nous verrons aussi que ce 
résultat est sujet à certaines exceptions. 

Supposons (Jig' A, PL A^YA^VI) une charge uniforme 
p" = p -\- p' régnant sur toute la longueur du tablier. 

Dans la partie centrale ax' du tablier ayant 53", 1 8 de longueur, 
cette charge porte directement sur l'arc, puisque nous avons 
admis que, dans cette partie, le tablier fait corps avec l'arc ('). 
Dans la partie aa, la charge ne porte sur l'arc que par les deux 
appuis a et a. Suivant la verticale a, on aura une charge 



-. aa , 28,75 „ , o r # 

Pi =--/>=--/' = 14,375 X y. 
Au point a, agit une force 

F,= p = p =a8,75y) 



(*) Nous n'avons pas sous les yeux de dessins détaillés de Parc pour savoir 
dans quelle mesure celle hypothèse se rapproche de la réalité; mais cela n'im- 
porte pour l'exercice que nous avons en vue. 
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Soit Pq la résultante de la charge uniforme régnant entre a et le 
sommet de Tare. Cette force sera appliquée au milieu de la distance 
du point a au sommet et sera 

Po= 26,594/)'. 

Le polygone des pressions doit {fig- A, PL XX XV II) être 
symétrique par rapport à la verticale CD et passer par les points 
Aet J. 

Pour l'obtenir, construisons d'abord un polygone funiculaire des 

trois charges 

Po> Pi> Pj> 

ayant son premier côté horizontal. 

A cet effet, traçons {^fig^ Aq) une verticale distante de celle du 
sommet de Tare d'une longueur égale à l'ordonnée Je du point J 
comptée depuis la corde AB. 

D'un point quelconque Ao de cette verticale portons ces forces 
bouta bout. 

Comme échelle des forces, convenons que la charge totale /Z' par 
mètre sera représentée par i"*"*. Comme l'échelle des longueurs 
est aussi de i"*" par mètre et que les forces Pq, P<, Pj sont res- 
pectivement 

Gaxjo, — xp et xPi 

nous aurons à porter bout à bout les longueurs 

_ a a ab-ha% , 
G a, — 7 — ao. 

2 2 

Par le point Aq, menons l'horizontale AqSq qui coupe la verti- 
cale du sommet en Sq. 

Prenons ce point comme pôle et aussi comme point de départ 
d'un polygone funiculaire, de sorte que ce polygone prolongé jus- 
qu'à la verticale de l'appui A sera 5oOolo2oao. A présent, pour 
avoir la parabole répondant à la charge uniforme qui règne entre 
a et 1, il suffit de remarquer que cette courbe est tangente au côté 
SqOq en Sq et au côté OqIq en lo5 elle est donc déterminée et facile 
à tracer et le polygone funiculaire de distance polaire 5oAo=Je? 
m. 22 
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des charges vérilables est formé par les côtés rectilignes olq^, %i^ 
et l'arc de parabole lo^o- 

Menons l'horizontale du point a© et prolongeons la verticale du 
point J {Jig' A). Elle détermine {Jig- Aq) sur le polygone funi- 
culaire qu'on vient de tracer (peu importe qu'elle rencontre la 
partie curviligne ou la partie rectiligne de ce polygone ; seulement, 
si elle rencontre la partie rectiligne, il sera inutile de tracer Tare 
de parabole lo^o) l'ordonnée IqCq comptée depuis l'horizontale de 
a©, c'est-à-dire depuis la corde de ce polygone symétrique par rap- 
port à la verticale de ^o* 

Soit z une ordonnée quelconque du polygone des pressions 
comptée depuis la corde AB et Zq l'ordonnée correspondante (ou 
placée sur la même verticale) du polygone funiculaire olqSq comptée 
depuis l'horizontale ao *, si q et qo sont les distances polaires de 
ces deux polygones, on a (§ 43) 

qz = goZo. 

En particulier, si les ordonnées z et Zq sont prises sur la verti- 
cale de J, on a 

^ X Je = qoxJoeo, 

Mais on a pris 

qo= Ao*o= J^- 
Donc 

(4) q = heo' 

Ainsi, nous connaissons la distance polaire du polygone des 
pressions, c'est-à-dire la poussée de Varc, C'est l'ordonnée Jo^o 
mesurée à l'échelle des forces. Cette ordonnée en millimètres e^! 

Jo«o = 69'"", 

ce qui veut dire que la poussée est 

q = 69 x/?' tonnes, 

si /?" est exprimé en tonnes. 

Prenons d'après cela, sur l'horizontale de^o» une longueur ^qA' 
égaleà Jo^o; reproduisons en A* le polygone des forces P«, T,, 
P2. Construisons un polygone funiculaire de ces forces ayant i» 
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pour pôle, et ses côtés parallèles aux rayons polaires menés à ce 
nouveau polygone des forces en partant {Jlg. A) de la naissance 
A. de Tare. Nous aurons le polygone A210Co. On devra remplacer 
les côtés 1.0 et OC© par l'arc de parabole tangent à ces lignes en 
1 et Cq et Ton aura ainsi le polygone des pressions formé par 
les droites A2, 2.1 et l'arc de parabole IC©. 

Comme vérification, ce polygone mixte devra passer par le 
point J. 

%^ Surcharge régnant snr la travée centrale ad de l'arc. — La charge 
permanente/? règne toujours sur toute la longueur, i^a surcharge 
p* ne règne que sur la partie centrale ao! ^ soit (P/. XXXVl^ sur 

53,i88-h2X 28,75 = iil™,38 

de longueur. Comme le polygone des pressions est encore symé- 
trique, nous n'en construirons toujours qu'une moitié, cette fois, 
celle de droite, et nous appellerons (P/. XXXVII) F^,, P',, Fj, les 
forces analogues à celles Po, P|, Pa considérées dans l'exemple 
précédent, c'est-à-dire la résultante de la charge uniforme sur Ca' 
appliquée au milieu de Ca', et les pressions sur a' et a'. On aura 

évidemment 

p;=Po, p; = Pi. 

La force Pa change seule et devient 

ah^ at ai , ab aoL 



Or 



ou 



P;= X p-l Xp'= — X/?H Xp . 

' 2 '^2'^2^3t^ 

p = 3ooo*, 
p'= i5oo»= ^, 

'^ 2 

; 3 

p =p^p = -p 



2 * 



3^' 



Donc 






340 NOTE 1. 

Ainsi Pj sera représenté par la longueur 

ab aoi 
3 2 

au Heu de l'être, comme précédemment, par 

Nous ferons sur ces nouvelles forces F^, P, , P^ la même épure 
que sur les anciennes. Nous obtenons ainsi un demi-polygone des 
pressions tracé sur la partie de droite de la figure A. Ce polygone} 
assujetti à passer par le point J^ symétrique de J (§ 3), est tracé 
en traits et points alternés, ainsi que le polygone funiculaire s^ ^« 
qui, sur la Jig. A© est Tanalogie de celui 5© a© du cas précé- 
dent. 

Remarque. — La méthode précédente repose essentiellemenl 
sur cette hypothèse que les polygones des pressions obtenus, en 
les supposant tracés sur toute la longueur de l'arc, ne coupent la 
fibre moyenne qu'aux points A, B, J, J|. S'ils la coupaient en 
d'autres points, le moment de flexion changerait de signe un plus 
grand nombre de fois que celui supposé par l'équation (2'). Dans 
ce cas, il faudrait recourir à la méthode générale qui sera ex- 
posée au § 6. 

§S. 

APPUGATION A LA FERME DE LA ftALEUE ANIEXE DES MACHUES AU PALAIS 
DE L'EXPOSITION TTRIVEBSELLE DE 1878. — Cette ferme, dont la moitié 
est représentée {Jig» A, PL XJCJCVIIl)^ a 23"*,4o de portée entre 
les axes des piliers. La hauteur sous faîtage est 11", 5o; l'espace- 
ment des fermes est de 5". 

Elle est formée de pieds-droits reliés aux arbalétriers par une 
portion d'intrados courbe qui donne à l'ensemble un aspect de 
grande légèreté. 

On a admis une charge de 96^^ par mètre carré de surface cou- 
verte, soit 

Ossature métallique 65 

Pannes en bois portant les voliges et voliges. ... 33 

Couverture en tuiles métalliques 8 

Surcharge de neige ou de vent 40 

Total 96 
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Comme les fermes ont 5™ d'espacement, il en résulte une charge 
de /? =: 96 X 5 = 480*^8 par mètre courant de ferme. 

Les extrémités des piliers ont été considérées comme fixées au 
sol par simples rotules sans encastrement. 

Les calculs ont été faits avec beaucoup de soin par M. Tingénieur 
de Dion. 

MM. Molinos et Seyrig, dans une Notice sur M. Henri de Dion, 
les ont refaits, partie par le calcul, partie par les procédés graphi- 
ques, en adoptant rigoureusement les données d'exécution. Ils ont 
trouvé ainsi pour courbe des pressions l'arc de parabole tracé en 
traits pleins, tandis que M. de Dion avait trouvé celui tracé en 
traits discontinus et points. On voit que la différence est peu sen- 
sible. 

Notre méthode donne le résultat presque à vue et en montrant 
qu'en effet la ferme est bien d'égale résistance. 

La fibre moyenne ou lieu des milieux des hauteurs est tracée en 
traits discontinus et points. Nous pouvons sans erreur sensible re- 
garder la partie de cette fibre formant le pilier comme une droite 
verticale B 6 et la partie formant l'arbalétrier comme une droite 
inclinée 6C. 

Soit 7) l'ordonnée au-dessus du sol du point inconnu J où la 
courbe des pressions coupe la fibre moyenne. 

Si 

BÔH-ÔJ =<T, 

on aura 



/yds nyds 



Mais, si nous négligeons l'accroissement de hauteur donné à la 
ferme dans le voisinage de la jonction du pied-droit et de l'arbalé- 
trier, nous nous plaçons dans des conditions défavorables et alors 
nous pouvons regarder la hauteur h de la poutre formant le pied- 
droit comme constante et égale à Aq, et de même celle formant 
Tarbalétrier comme ayant une valeur sensiblement constante A| 
qu'on prendra égale à la valeur qu'elle a au milieu de l'arbalétrier. 

Par suite, en appelant Hq la hauteur du pied-droit et H = CD 

la hauteur de la fibre moyenne sous faîtage, observant que, pour 

le pied-droit 

ds = dy, 
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et pour l'arbalélrîer 

€is = dy sin if 

l'étant son inclinaison, l'équation ci-dessus devient 
«0 a Ai sini\ 2 a / 



OU 



d'où 



A l'échelle de la figure et en millimètres, on trouve 



Ai= 6, 

Ho= 60, 

H|= 112. 
La demi-portée est 

- = 117""", 



d'où 



et 



par suite 



2 

H — Hq _ _52^ 
/ - 117 
2 



Al . . 6 X 52 507 

1 -- -r- sin ï = I = — -^ ; 

Ao 7x117 809 



y'i!il^:^!^illi = 86" 



Or le tracé exact de MM. Molinos et Seyrig, établi en tenant 
compte des dimensions et moments d'inertie de toutes les pièces, 
et à l'aide des procédés très laborieux, quoique ingénieux, de M. d^ 
Dion, donne précisément, pour cette ordonnée r, du point d'inter- 
section de la parabole pleine, avec la fibre moyenne mesurée à IV'- 

clielle du dessin, 

7) = 86»". 

En présence des calculs fort longs auxquels ont dû se livrer 
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MM. Molinos et Seyrig pour obtenir ce résultat, on reconnaîtra 
que notre méthode le fournit bien simplement. Ajoutons qu'elle 
est conforme à ce qu'exige la pratique, puisqu'elle ne consiste pas, 
comme celle généralement suivie, en une vérification a posteriori 
de dimensions préalablement admises. Il suffit qu'on se donne les 
dimensions générales de la ferme, pour que nous en déduisions 
le point J de la parabole funiculaire et, par suite, les éléments 
nécessaires à la détermination des dimensions à donner aux di- 
verses pièces qui la composent. 

En effet, ayant le point J, sachant d'ailleurs que la courbe passe 
par le tourillon B, que de plus son axe coïncide avec la verticale 
du sommet de la courbe, nous pouvons la tracer quelle que soit la 
charge p par mètre courant. 

A cet effet, joignons les points B et J par une droite qui, prolongée, 
coupe la verticale du sommet ou l'axe de la courbe en un point K. 

Sur BJ comme diamètre, construisons une circonférence, à la- 
quelle nous mènerons par le point K une tangente K k. Projetons 
le point k en k' sur JB et k' en Ar" sur la verticale de K. 

D'après la théorie des polaires, la droite k' 1^ va couper la para- 
bole au point de contact de la tangente à la courbe menée par K; 
par suite, le sommet S est au milieu de 1^ K. 

En menant par le milieu de DB une verticale jusqu'à l'horizon- 
tale du sommet S, on obtient un point O de la tangente en B à la 
parabole. De même, projetant J sur la corde DB en e et menant 
par le milieu de Dé une verticale jusqu'à l'horizontale du point S, 
on a un point delà tangente en J. On peut donc tracer la courbe 
très exactement. 

Ceci posé, la charge par mètre étant /?, la demi-charge totale 

est p -• 

Prenons une échelle des forces telle que p^^ soient représentés 
par 1*^™. Alors la demi-charge totale est représentée par DB, 
puisque l'échelle des longueurs est de i*^" par mètre. 

Inscrivons dans l'angle BqOB une verticale de longueur DB. 

Soit la distance mesurée en centimètres de cette verticale au 
point O. Pour avoir 8, il suffit de prendre OL = DB et de mener 
l'horizontale L jusqu'à sa rencontre avec la tangente en B. Ce 
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sera la longueur 8. La poussée q de Tare sera 









P étant la 


charge 


totale de la ferme. 


Ici l'on 


a 


8 = 5,8- . 


D'ailleurs 




^ = 33,4; 


donc 
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et cela quelle que soit la charge P ou />. 

Pour avoir le moment de flexion M en un point quelconque de 
la fibre moyenne, soit Ç l'ordonnée verticale exprimée en centi- 
mètres comprise entre ce point et la parabole. 

On aura 

en kilogramme très. 

On peut donc déterminer le moment d'inertie à donner à chaque 
section de la ferme. Si l'on a adopté ces moments et qu'on aug- 
mente ensuite aux environs du point de jonction de la ferme et de 
son pilier la hauteur admise dans nos calculs, la sécurité n'en sera 
que plus grande. 

§6. 

DiTBBlIDIATION DU SOLIDE D'ÉftALB BÉ8I8TAHGB BELâTIYB 1 UIE GUIB 
Q.UELGOHQ.UE STMÉTBIftDE OU NON. — II peut arriver, dans le cas géné- 
ral que nous allons traiter maintenant, que la courbe des pressions 
ne coupe l'arc donné qu'en un seul point J; ce point ne peut 
alors être que le sommet de l'arc, car on devra avoir, si AJ =7. 






équation qui, à cause de la symétrie de l'arc, est satisfaite pour 
0" = -> et, comme nous admettons qu'il n'y a qu'un seul point J. 
l'équation ne doit pas admettre d'autre solution. 
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Le polygone des pressions devra donc, dans ce cas, passer par 
les deux appuis A et B et le sommet C de Tare, ce qui le définit 
a priori, quelle que soit la charge. Mais, pour que le polygone 
ainsi obtenu convienne effectivement, il faut, comme le sup- 
pose la dernière équation, qu'il ne coupe l'arc en aucun autre 
point que ceux A, B, C. C'est ce qui n'arrivera pas en général. 
Gela n'arrivera jamais si la charge est symétrique; car la courbe 
des pressions étant alors symétrique, sa tangente en G sera hori- 
zontale comme celle de l'arc, qu'elle couperait donc au point G, en 
deux points confondus. Le moment de flexion ne changerait pas 
de signe de part et d'autre de ce point, comme il arriverait s'il était 
simple et comme le suppose la dernière équation. 

Pour bien préciser cette circonstance, supposons qu'on veuille 
{fiS' 7^> P* ^46) construire l'arc AGB en solide d'égale résistance 
pour une charge unique P. Si cette charge est placée au sommet, 
elle est symétrique. Il existe alors deux points symétriques Jq et J| 
où le polygone des pressions qui ne comporte ici que deux côtés 
coupe l'arc, ces points se déterminant comme il a été dit aux pa- 
ragraphes précédents. Si le poids P est placé très près du sommet, 
on conçoit qu*il doive encore exister deux points d'intersection 
analogues à Jq et J| , mais qui ne seront plus symétriques par rap- 
port à G. Existe-t-il des positions du poids pour lesquelles il n*y 
ait qu'un seul point d'intersection qui soit le sommet G? 

Pour répondre à cette question, menons les sécantes symé- 
triques AG et BG et les tangentes à l'arc en A et B jusqu'à leurs 
rencontres en t et t^ avec les sécantes. Je dis que, si le poids P est 
placé entre les verticales ^ et ^, il y a nécessairement deux points 
d'intersection du polygone des pressions avec l'arc, ou deux points 
de l'arc où le moment de flexion change de signe, tandis qu'il n'y 
en a qu'un seul, si le poids est placé entre l'une des verticales t ou 
t' et l'appui le plus voisin. 

En efiet, supposons, pour fixer les idées, le poids P placé à 
gauche du milieu de l'arc. 

Quelle que soit sa position, s'il n'existe qu'un seul point d'in- 
tersection du polygone des pressions et de l'arc, nous savons que 
ce point ne peut être que le sommet G de l'arc. Donc l'un des 
deux côtés du polygone des pressions passe par le point G. 
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Comme ce côté doit passer par l'un des appuis, ce sera la droite 
lîC ou celle AC. 

Dans le premier cas, si S est le point d'intersection de la 
droite BC avec la charge, le second côté sera AS. Le polygone des 
pressions sera ASB. Or, pour qu'effectivement il ne coupe l'arc en 
aucun autre point que ceux A, B, C, il faut et il suffit que le 
poids P soit à gauche du point t. 

Fig. 78. 




S'il est à droite de ce point, en S', par exemple, le polvgone des 
pressions coupe l'arc en un point J autre que C, ce qui est contre 
notre hypothèse. 

Le cas que nous venons d'examiner est d'ailleurs le seul pos- 
sible, c'est-à-dire que le côté AC ne peut pas faire partie du poly- 
gone des pressions; autrement ce polygone serait A^B, le points 
étant l'intersection de AC avec la verticale de P, et il ne couperait 
pas du tout l'arc, ce qui est impossible, l'équation fondamentale 

/M . . . • 

—-y ds = o exigeant que M change de signe au moins une fois. 

D'une manière générale, étant donnée une charge non symé- 
trique quelle qu'elle soit, relativement à laquelle on veut rendre 
l'arc ACB d'égale résistance, pour savoir si cela peut avoir lieu le 
polygone des pressions ne coupant l'arc qu'en un seul point, on 
tracera le polygone funiculaire des charges données passant par 
les trois points A, C, B. 
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S'il ne coupe Tare en aucun autre point, ce sera le pol^'gone des 
pressions répondant à Tégale résistance. 

Sa distance polaire sera la poussée de l'arc. Le produit de cette 
poussée par l'ordonnée comprise entre le polygone et l'arc donnera 
le moment de flexion en chaque point, et de ce moment de flexion 
on déduira le moment d'inertie à donner à chaque section. 

Mais supposons que le polygone funiculaire passant par A, B, C 
coupe l'arc en un ou plusieurs autres points. On en conclura que 
Thypothèse consistant en ce que le moment de flexion ne change 
qu'une fois de signe ne se réalise pas et l'on doit admettre qu'il 
change au moins deux fois ou qu'il existe {^fig- 79, p. 348) au 
moins deux points J et J| où le polygone des pressions coupe l'arc 
et où, par suite, le moment de flexion change de signe. Il s'agit 
de déterminer ces deux points. 

Nous allons d'abord indiquer une marche qui conduirait sûre- 
ment au but, mais d'une façon un peu laborieuse. Nous montrerons 
ensuite, par un exemple, comment, dans la pratique, par un pro- 
cédé de fausse position, le résultat peut être atteint très rapidement 
et avec une approximation très suffisante. 

Soient (J et (J| les longueurs des deux arcs inconnus AJ et AJ,. 
L'équation (2') du § 1 devra être remplacée par celle-ci 



(5) 



\ h' y ds — j Ky ds -^ 1 h' y ds = o, 



qui fournit une première relation entre les deux inconnues du pro- 
blème. 

Le polygone des pressions en fournit une seconde qu'on peut 
obtenir avant de connaître ce polygone. 

En effet, on sait que c'est un polygone funiculaire de forces 
données qui, par hypothèse, est assujetti à passer par les quatre 
points A, B, J et J, ; or, trois de ces points suffisant à le définir, il 
existe nécessairement une relation entre les positions des points J 
et J,. Pour trouver cette relation graphiquement, traçons tous les 
polygones funiculaires des charges données passant par les points A 
et B et coupant l'arc en deux autres points. 

Nous avons déjà un polygone funiculaire qui, par hypothèse, 
satisfait à cette condition, celui qui passe par le sommet de Tare. 
Appelons (Po) ce polygone. 
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Les abscisses de ses deux points d'intersection avec Tare soni 
ainsi connues. L'un de ces points est le sommet C de rare et 

a pour abscisse a = -; soit Jo l'autre point eta'= a© son abscisse 

mesurée sur l'épure et appelons O© le pôle (non représenté) de 
ce polygone. 

P'ig. 79- 




Si par le point Oq on mène une borizontale, on aura (§ 43) le 
lieu des pôles des polygones funiculaires passant par les points A 
etB. 

Parmi ceux de ces polygones funiculaires qui coupent l'arc en 
deux points et deux seulement, autres que A et B, il conviendra 
de chercher ceux qui le coupent en deux points confondus, c'est- 
à-dire qui lui sont tangents sans le couper ailleurs qu'en A elB. 

Comme les côtés correspondants de tous ces polygones pi- 
votent (§ t3) autour de points fixes placés sur la droite AB ei 
connus, puisqu'on connaît l'un des polygones, il sera facile, par un 
tâtonnement très rapide, de trouver les polygones dont il s'agit. 
Pour construire un polygone dont un côté quelconque soit langent 
à l'arc, on mènera par le pivot du côté correspondant du polv- 
gone Po une tangente ù l'arc; on aura le côté du nouveau polygone. 
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ce qui déterminera tous les autres côtés à Taide de leurs pivots 
respectifs. 

On peut ainsi tracer un polygone funiculaire dont l'un des côtés 
choisi arbitrairement soit tangent à Tare. 

Mais, parmi ces polygones, en aussi grand nombre que le poly- 
gone funiculaire comporte de côtés, il n'y en aura généralement que 
deux qui ne couperont pas Tare en dehors des points A et B. Si 
Oi et O2 sont leurs pôles, les pôles de tous les polygones passant 
par A et B et coupant l'arc en deux points seulement sont, sur la 
droite 0| O2, entre les points O, et O25 il suffira, en général, d'en 
tracer un ou deux au plus, ce qui, avec ceux qui sont tangents à 
l'arc et celui passant par le sommet, en fera connaître quatre ou 
cinq. 

Soient, pour un quelconque d'entre eux, a eta'les abscisses des 
deux points d'intersection. 

Pour les polygones tangents à l'arc, on aura 



Traçons deux axes rectangulaires et portons les a en abscisses 
et les al en ordonnées correspondantes; nous aurons une courbe 
que nous appellerons la courbe (a), qui figurera la relation né- 
cessaire qui existe entre les abscisses des deux points J et J| 
appartenant à un même polygone funiculaire passant par les 
points A et B. 

Ceci posé, concevons qu'on ait tracé {fig» 79, p. 349) '* courbe 
funiculaire C/ des forces horizontales h' ds, pareille à celle tracée 
dans le cas des charges symétriques. 

Soit C/' sa symétrique. 

Prenons sur l'arc un point J d'abscisse quelconque a et son 
correspondant J| d'abscisse a', celle-ci étant connue par la 
courbe (a). Menons les horizontales Jy et iij\ jusqu'à leurs ren- 
contres en j et y 4 avec la courbe /C/'. Par les points j ety'i, 
menons les tangentes à ces courbes jusqu'à leurs rencontres en 3 
et 8' avec la corde AB. Mesurons la longueur 

/a _ 88'+ 8'/= p. 

Pourchaque valeur de l'abscisse a, portons ^ en ordonnée. Nous 
aurons une nouvelle courbe que nous appellerons la courbe O). 
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La lliéorle des momeals donne 



r h'jr ds = CD x/^, 
/ hy ds = CD xùo\ 
f k'ydsr^ CDxo'/; 



donc l'équation (5) devient 

(5') /û — So'-T-87':^-o 

ou 

Mo. 

Ainsi Tun des points cherchés J a pour abscisse celle du poiol 
d'intersection de la courbe (P) avec l'axe des abscisses. 

Connaissant le point J, on peut tracer le polygone funiculaire 
des charges données, puisqu'il passe par ce point et les points A 
et B. Comme vérification, il devra passer par le point J|, que la 
courbe (a) donnerait. 

Ayant le polygone des pressions, on en déduit la poussée ellt^ 
moment de flexion en chaque point de l'arc. 

Par la condition d'égale résistance, on aura donc le momeot 
d'inertie à donner à chaque section. 

Remarque. — Si la courbe (?) ne coupait pas l'axe des ab- 
scisses, cela prouverait qu'il n'existe pas d'arc d'égale résistance 
relatif à la charge donnée, rencontré seulement en quatre poinb 
par le polygone des pressions. Il faudrait donc supposer que ce 
polygone coupe l'arc en cinq points, soit trois points J, J|, JjeD 
dehors de ceux A et B. 

Cela n'arrivera guère dans la pratique. 

Mais la méthode qui précède s'étendrait sans difïïculté au cas 
général où le nombre des points d'intersection serait quelconque. 

S'il est de trois, soient a, ai, 7.^ les abscisses de ces points el ?, 
(T|, 0*2 les arcs /VJ, AJ|, AJ2. L'équation (5) sera remplacée par 
celle-ci 

/<J /,<T| /»0", pS 

h'yds— j h'yds-h h'yds—j h!yds=:o. 
Ja •'^ff, »/ff. 
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Si un polygone' funiculaire coupe l'arc en trois points d^ab- 
scisses a, ai, aa (outre les points A et B), la connaissance de l'un 
des points d'intersection entraine celle des deux autres. Ainsi, a 
chaque valeur admise pour a répondent des valeurs déterminées 
de a, et aj. Pour les obtenir, il suffit de tracer un certain nombre 
de polygones funiculaires coupant l'arc en trois points autres que 
AelB. 

On portera les abscisses a de l'un des points d'intersection de 
chacun de ces polygones en abscisses sur une ligne Ox et les 
abscisses correspondantes cl^ et 0,2 des deux autres en ordonnées ; 
on aura une courbe (a) à deux branches. 

Puis, prenant {/ig- 80) sur l'arc un point quelconque J d'ab- 

Fig. 80. 




scisse a, on construira ses correspondants J|, J2 d'abscisses ai| 
et aj, on mènera les horizontales Jy, Jiyi, Jj/a jusqu'à leurs ren- 
contres avec les deux courbes symétriques G/, G'/'. 

On mènera les tangentes à ces courbes en y, y 1,72; elles coupent 
la corde aux points S, S|, S^. On formera la longueur 

/S — 88,-4-818,— 8,y'= p. 



On portera sur un axe des abscisses les longueurs a et en or- 
données correspondantes les longueurs p. 

On aura une nouvelle courbe que nous appelons la courbe (p). 
C'est l'abscisse de son point d'intersection avec l'axe des x qui est 
l'abscisse du véritable point J où le polygone des pressions coupe 
l'arc. 

Comme vérification, ce polygone devra passer par les points J| 
et J2 correspondants de S donnés par la courbe (a). 
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Si la courbe (P) ne coupait pas Taxe des x, il faudrait sup- 
poser quatre points d'intersection J, et ainsi de suite. 

Nous allons voir, sur un exemple, comment cette marche se 
simplifie dans la pratique. 

§"• 

APFUGATIOl AU POHT DU DOURO. — Appliquons la méthode qui pré- 
cède au troisième cas de surcharge supposé (§ ^4) dans Texemple 
du pont du Douro, celui où {PL XXXVl^ fig. A) ce sont les 
deux demi-travées a a et ba qui portent la surcharge à partir 
de leur pile commune a, la charge permanente régnant toujours 
sur Tare entier. 

Les charges totales /?" provenant de la charge permanente p et 
de la surcharge 



d'où 



P = ^P* 



P =P-^P = -/>, 



sont cette fois les suivantes : 
En a et a', respectivement, 

Pj = p'^ bax p', 

-, h' a' -^ a' t! ha -^ ai , a, 

P,= />= 5 i>'= x6ax/)'; 



en a et a', respectivement. 



*^i- —p » 

enfin entre a et le sommet b de Parc C, règne la charge uniforme 
/)", dont la résultante appliquée au milieu de aC est 

Po=- -aCx/)'; 
entre C et a'^ la charge imiforme /? = ^^', dont la résultante P, 
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appliquée au milieu de Ca' est 

Nous devons, d*après la marche indiquée au paragraphe pré- 
cédenl, tracer d^abord le polygone funiculaire des forces consi- 
dérées passant par les trois points A, C, B (PL XXXVII) et, 
s'il ne coupe pas l'arc en un quatrième point, ce sera le polygone 
des pressions de l'arc supposé d'égale résistance. 

A cet effet {fig* A| ), prenons sur la verticale CD un point quel- 
conque Siy menons l'horizontale 5iAiB| jusqu'à ses points d'in- 
lersection en A« et B| avec les verticales menées de part et d'autre 
de celle s^ et à la distance CD de celle-ci. 

A partir de A|, portons bout à bout les forces 

r*o» Pi» ï*i» 
représentées respectivement par 

C a ai ht ^ 

'Â 'Â 'X 

à partir de B<, portons les forces 

P' p' p' 

représentées respectivement par 

Ca ai ht 

T' T' T* 

Menons de s^ des rayons polaires aux points A|, B, et aux 
points de division sur les deux verticales, puis construisons le po- 
lygone funiculaire correspondant. 

11 coupera les appuis en ai et ^i et sera 

le côté 0|5|0'^ étant horizontal; les côtés 1|0, et \\o\ sont indi- 
qués en pointillé parce que les parties 1|0|5« et s^o\\\ soni, 
en réalité, à remplacer par des arcs de parabole à axe verlicr.l 
tangents en 1|, 5|, 1', aux côtés du polygone. Ce sont ces arcs qui 
sont tracés en lignes pleines; menons la corde ai ^3|, qui coupe la 
verticale 5| en e\, 

in. iS 
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SI d^ est la distance polaire du polygone qu^on vient de tracer 
et Zy une ordonnée quelconque comprise entre ce polygone et sa 
corde; û d et z sont les grandeurs analogues pour le poljgooe 
cherché passant par les points A, C, B, on a 

z X d = ZiX di. 

Si Ton applique Téquation à la verticale CD, on a 

CD X fl^ - j|^i X rf|. 

Mais rf| = CD, donc 

d = Si Cl- 

Traçons donc deux nouvelles verticales de part et d'autre do 
celle Si et à la distance St e% ; elles coupent l'horizontale 5t en A, 

et b;. 

A partir de ces points, portons les polygones des forces pré- 
cédemment portées à partir de A| et B, ; menons les rayons po- 
laires de 5{ et construisons le polygone a', s^ ^\ correspondaoi, 
comme on a construit celui ai s^ ^|. 

Les ordonnées comprises entre ce polygone et sa corde a'.îi', 
étant portées à partir de AB {Jig. A) fourniront (§ 43) le polygoar 
cherché passant par le point C. 

Dans le polygone ACB ainsi obtenu, les deux côtés compris 
entre les verticales G et a doivent être remplacés par Tare de pa- 
rabole tangent à ces côtés en C et a, de même pour les côtés com- 
pris entre C et a'. 

Ce polygone est tracé sur la figure A en traits discontinus lins. 
On voit qu'il coupe l'arc non seulement aux points A, C, B, mais 
encore en un quatrième point g placé non loin de l'extrémilé 
gauche A. Reportons ce point en g' sur l'arc amplifié et de là en 
Y, par une horizontale, sur la ligne QJf. Par le point y menons 
une tangente à cette ligne ou plutôt, comme la courbe C^est rem- 
placée par un polygone, prolongeons le côté de ce polygone passant 
par le point v. Ce côté prolongé vient rencontrer la corde AB 
en ÔQ. 

Si le point d'intersection g n'existait pas, si le polygone ACB 
se trouvait extérieur à l'arc depuis A jusqu'en C et intérieur de C 
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en B, on aurait 



( 



h'y ^ = CD X (/D - D/') = o, 



ce qui doit être pour que Tare soit d'égale résistance. 
Ici Ton a 



i 



i 

h'y é/5 = CD X ( -/ôo-^ OoD - D/') =- CD x a/oo- 



Ainsi, l'intégrale / h'y ds, au lieu d'être nulle, est négative. 

Comme c'est le côté A^ partant de A qui coupe l'arc, construi- 
sons un polygone funiculaire des forces données et représentées sur 
la figure A,, dont le côté partant de A(Jig. A) soit tangent à l'arc 
en A et qui passe toujours par le point B. On n'a marqué sur la 
figure que les sommets de ces polygones. Ce sont les points 2« , 1 1 , 
0|, O'j, \\y 2'^. II est facile à tracer; son premier côté A2| est la 
tangente à l'arc en A. Le côté 2| 1| coupe la corde BA prolongée 
au même point que le côté correspondant du polygone ACB(§43). 
Ayant deux côtés du polygone, on a son pôle, et même, ayant un 
côté et sachant qu'il passe par les points A et B, on a son pôle. 
Car, à l'aide du polygone ai p, (J^g- A|), on trouve la résultante 
des forces ; si l'on divise la longueur totale des polygones des forces 
en raison inverse des segments que cette résultante détermine sur 
AB, on a un point co (non marqué); l'horizontale de ce point est le 
lieu des pôles des polygones passant par les points A et B (§ 45). 

Connaissant ce lieu et un rayon polaire, puisque Ton connaît un 
côté du polygone, celui A2|, on en conclut le pôle et, par suite, le 
polygone tout entier. 

Ici il se trouve que c'est le premier côté du polygone ACB 
d'abord tracé qui coupe l'arc; si c'était un autre côté, par exemple 
le second, il suffirait de prolonger ce côté jusqu'à la ligne BA pro- 
longée; par le point d'intersection, on mènerait une tangente à 
l'arc ; ce serait le côté du nouveau polygone qu'on se propose de 
tracer. Ainsi, ce polygone A2, 1| O, O', i\ 2'^ B, caractérisé par ce 
qu'il passeparles points A et B et par ce qu'il est tangent à l'arc par 
son côté correspondant au côté du polygone ACB qui coupe l'arc, 
est toujours facile à tracer. 
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Son dernier côté 2'^B (ici c'esl le dernier; dans le cas général, 
c'en peut être un autre) coupe l'arc en m; reportons ce point m eu 
m' sur l'arc amplifié, de là en [jl sur la ligne C'/' et menons ij 
tangente à celte ligne en jjl. Elle coupe la corde AB enoj,. 

Ce polygone donne 

y* /i>r/5^CDx(/5; -a;/)>o. 
Et forcément ce second polygone donnera toujours pour rinlrj^ralr 



f' h'yds 



un signe contraire à celui que lui donne le premier polygone Iracr 
ACB. 

Soit Ov le point, analogue à ceux Oq etô,,, qui correspond au po- 
lygone des pressions vrai, c'est-à-dire au polygone qui annule Tin- 
tégrale. Ce polygone sera intermédiaire entre les deux précédent. 
Soit û| le point S' qui répond à son second point d'interseclion 
avec l'arc. On aura 






d*où 



Et, comme 
on en conclut 
ou 



A> ds - GD(/ov - ovo, -+- 0,/) = o, 

Ov— 0,0,^-0,/ = o. 

/Ov -i- OvOj -h 0|/' = a/D, 

OvO| =/D 
8v8i— /D =0. 



Pour le premier polygone tracé, les points analogues à %ti o, 
sont 8^ et D. Leur distance OyS, = OoD et ils donnent 

8vO, -/D = OoD -/D =— /ao< o; 

pour le second, les points Oy et 0| sont /et o'^ et ils donnent 
5, 5i -/D =/8'o -/D = D a, > o. 

Le point Sy sera donc entre o© et / et nous le trouverons approxt 
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mativement par une interpolation proportionnelle 
OyOp _ fD — QqD _ /D — OqD 

«Foii 

/s; 



/DH-D/'o-Oot> 


yôo-+- 


Do', 


f- ^''o 


/3.. 




''^•^-/S.+ DSi 




D3;=4r"' 


> 




/So=7.î; 






4»,o 


= 6"-, 6, 





On a sur l'épure 
<i'oii 



ce qui permet de construire le point Oy. Menons de ce point une 
tangente à /C ou plutôt prenons le sommet j^ de ce polygone, 
dont les côtés prolongés comJDrennent entre eux le point Ov) me- 
nons l'horizontale de yjj on trouve le point Cg et, en le reportant 
sur l'arc, on a le point c% qui est celui par lequel doit passer 
le polygone des pressions. 

Ce polygone devant ainsi passer par les trois points A, Cg, B est 
déterminé. Il est tracé en lignes pleines. Il coupe l'arc en un se- 
cond point placé entre les verticales b^ b\ et PJ,. Si nous reportons 
ce second point d'intersection sur l'arc amplifié par une verticale 
ri de là, par une horizontale, sur le polygone C'/', nous voyons 
que nous rencontrons le premier côté de ce polygone. Ce côté 
coïncide avec le rayon polaire symétrique de celui qui passe par le 

point de séparation des forces ~ et —• Nous avons donc son pro- 
longement d'une façon très exacte. Il fournit le point 0| et, comme 
contrôle du degré d'exactitude de notre interpolation, on doit avoir 

ôvat=/b. 

(Test ce qui a lieu très exactement. 

§8. 

SOLIDE D'ÉftALE BÉ8I8TAHGE 80U8 LES AGTI018 BÉUHIES D'UHE GHARfiE 
DOimtE ftUELGOlftUE ET D'UH GHAHftEMERT DOmrt DE TEMPÉRATTÎBE. — Si 
Ton veut que l'arc soit d'égale résistance sous l'influence d'une 
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charge déterminée (que nous supposerons d^abord s^mélrique 
comme au §4), à Tinstant où il a subi les accroissements exlrêmes 
di T de température par lesquels il est appelé à passer, on de^Td 
poser (Ghap. I, § 441) 

cl, si la charge est symétrique, 



/ 






i" ^ ^ 



La condition d'égale résistance est toujours 

'il 

R ayant lâéme signe que M. 

Soit {Jig» A, PL JCXJCVII) J le point (supposé d'abord unique 
comme au § 4) du demi-arc AG où le moment de flexion s'annule 
et cr l'arc AJ. Si M est positif entre A et J, il sera négatif entre J 
et G, et vice versa. 

Des deux dernières équations, on tirera en tous cas 






Soit y le point où l'horizontale de J' coupe la courbe funiculain* 
G/ de pôle G des forces horizontales -^ e/^ et 8 le point où la tan- 
gente à cette courbe en / coupe la corde AB. 

Dans la pratique, si l'on remplace ds par A5, A^ étant la longueur 
d'arc comprise entre deux des points de division précédemment 
employés, cette équation se trouve remplacée par celle-ci 



^ h Âà h ~"~ aK 



Eû/x 



X A5 



La courbe G /"sera remplacée par un polygone funiculaire C/. 
D'ailleurs, par la construction de la Cgure, on a trouvé les Ion- 
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p;ucnrs h' définies par 

11 « 
ou 

s 


Si T = o, on retrouve Féqualion précédemmeDt obtenue, et le 
point 8 où la tangente à la courbe funiculaire en j coupe AB est, 
comme on l'a vu (§ 4) au milieu de/D. 

On a, comme ici les h' ont été réduits au ^ de leur valeur, 



<r 
s 

s 

2a> = 5C'DxoD. 



Donc on doit avoir 

/o — SD = di — =- X 



10 K A* xG'l) 
D*ailleurs 

croii 

._ 1 . E8/T Ôc' 

Le point 8, au lieu d'être au milieu de/D, se trouve à une dis- 
tance de ce milieu 

' 20 K A5 x G D ' 

d'un côté ou de l'autre, suivant que la température de l'arc est à 
sa valeur maxima ou à sa valeur minima, ce qui donne deux points 
o' et 8' également distants du point o. 

Observons d'ailleurs que l'expression de (a) est bien une lon- 
gueur, c'est-à-dire que le coefficient de / est un nombre. 

En effet, le rapport 



A*xG'D 
est un nombre sans dimensions. 
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On s'est donné OC en nombre rond de mètres par exemple; on 

connaît CD, qui est ici double de la flèche de l'arc, et A^= -» 

sis est la longueur de l'arc ACB et n le nombre de parties en les- 
quelles on l'a divisé. 

On peut donc calculer facilement le rapport ci-dessus. 

E 
D'autre part, -g> rapport du coefficient d'élasticité à une ten- 
sion ou pression par unité de surface R, est aussi un nombre sans 
dimensions; car E est défini par l'allongement X d'une barre de 
longueur /et de section S sous l'action d'une force F, parla forniuK- 

l I /F> 



l I /F\ 



011 le premier membre est sans dimensions; donc il en est de méine 

du second; or jt> action par unité de surface de la barre, est une 

grandeur homogène à R: ainsi il suffît de connaître pour la ma- 
tière employée le coefficient d'élasticité avec des unités de longueur 
et de force arbitraires et la résistance R qu'on ne veut pas dépasser 
avec ces mêmes unités. Quelles qu'elles soient, le rapport numé- 

F 
rique ^ n'en sera pas affecté. S'il s'agit du fer et qu'on prenne le 

mètre et le kilogramme pour unités, on peut faire 

E = 16 X 10». 

Si Ton ne veut pas dépasser une tension de 6''^ par millimètre 
carré ou de 6 x 10" kilogrammes par mètre carré, 

R = 6 X ïo«; 
d'oii 

E 8 , {00 

io KO 3 

et cela, même si l'on changeait toutes les unités. 

D'autre part, le coefficient de dilatation du fer, si Ton prend le 
mètre pour unité de longueur, est 

8 = 0,0000122, 

c'est-à-dire qu'une barre de fer d'un mètre de longueur s'allonge 
de o",ooooi2'>. par chaque degré C. d'accroissement de tempé- 
rai ure. 
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Admetlons que l'écart entre la température possible et celle de 
la pose puisse être de ±: So'', en sorte que t = 3o, d'où 

OT — o,ooo366. 

Par suite, l'expression (a) devient 

— 1 

OC 
(b) 0.00488 X ^^^^-^ X /, 

«)ù la longueur / ou portée de l'arc doit être exprimée en mètres, 
puisque le coefficient de dilatation est rapporté au mètre. 

Si l'échelle des longueurs est 7^, on devra, par suite, après 
avoir marqué le point 8, milieu de D/, prendre les points 0' et o" 
sur répure, de façon que 

< b') aâ'-- 35'= 0,0244 ^j-7^-(Tjj X Z"™. 

En menant par 0" et 5' des tangentes à la courbe C/, on obtient 
deux points de contact y 1 et J2 et, par suite, deux points corres- 
pondants J', et J!j placés sur les horizontales de y 1 etyj et deux 
points J| el J2 placés sur les verticales de J', , J!^. 

Le polygone des pressions passera par l'un ou l'autre des points 
Ji, J2 suivant que la température a Tune ou l'autre des valeurs 
«îxtrêmes qu'elle peut atteindre. 

L'un ou Tautre des deux polygones funiculaires des charges 
données passant l'un par les trois points A, J|, B, l'autre par ceux 
A, Jj, B se réaliserait dans un arc d'égale résistance sous l'action 
des charges données, suivant que cet arc serait constitué d'égale 
résistance pour l'une ou l'autre des deux températures extrêmes qui 
peuvent se réaliser. 

Mais, au lieu d'adopter l'une ou l'autre, il conviendra de pro- 
céder ainsi. 

Soient ^1, <72 les distances polaires connues qui répondent à ces 
deux polygones de pressions et soient Ç, les ordonnées de l'un d'eux, 
Z2 celles de l'autre, ces ordonnées comptées jusqu'à l'arc. Il en ré- 
sulte que le moment de flexion qui se produit, si c'est l'un des deux 
polygones qui se réalise, est en valeur absolue 

4!t si c'est l'autre 
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On adoptera pour chaque section le plus grand des deux. 
Soit q^ ce moment. On déterminera le moment d'inertie 1 delà 
section par la formule 

al 

Si la charge n'est pas symétrique, on procède de même. Soil C/ 
la courbe funiculaire symétrique de Cy ou le polygone substitué à 
cette courbe : 

i** On essayera d'abord, comme au § 7, si le polygone des pres- 
sions ne coupe Tare qu'en un seul point. 

Ce point J ne sera plus ici le sommet de Tare ; il sera donné, >i 
(T est l'arc AJ, par l'équation exacte 

ou approximativement 



xCD 

<T 

Soient (Jig. A, PL XXXVII) J le point cherché, J' le poin: 
correspondant sur l'arc amplifié, j le point où l'horizontale de J 
coupe Qtf et S le point où la tangente en / à l'arc C/ coupe !.• 
ligne des appuis AB. 

On a 

2a> = 5CDx/8, 


s 

2A> = 5CDx/'è; 



d'où 

Et comme 
on conclut 



,- -,» . E8x/ oc' 



fl+fl=ff=^fXi, 



t" rn-i- E8t/ oc 
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Pour T = o, oa aurait/S =/D, Le point J coïnciderait avec le 
sommet de Parc, comme cela doit être (§ 4). 

Ici, la distance du point J à la verticale CD est égale à 

ESt/ oc* 
aoïTx A* ^ CD ' 

et est située d'un côté ou de l'autre de cette verticale suivant que 
l'arc doit être d'égale résistance sous l'action réunie de la charge 
donnée et de l'une ou de l'autre des deux températures extrêmes 
qu'il peut atteindre. 

On aura donc deux points symétriques (non marqués), J' et J''. 
On tracera deux polygones funiculaires des charges données passant 
tous deux par A et B et l'un par le point J', l'autre parle point J". 

S'ils ne coupent l'arc en aucun autre point, ils seront les poly- 
gones des pressions répondant aux deux températures extrêmes 
considérées. 

Ils fournissent en chaque point de l'arc deux moments de flexion 
répondant à ces températures; on adoptera le plus grand des deux 
pour déterminer le moment d'inertie de la section. 

Si l'un de ces polygones ou les deux coupent l'arc en un autre 
point que ceux supposés, il faudra procéder théoriquement comme 
au § 7. 

Seulement l'équation (5) du § 6 sera remplacée par celle-ci 

et, pour les opérations graphiques, par celle-ci 



La modification à apporter au résultat du § 6 est simplement 
celle-ci : l'abscisse a du point J, au lieu de répondre au point où la 
courbe (P) coupe l'axe des abscisses, répond au point où cette 
courbe coupe une parallèle à cet axe menée au-dessus ou au-des- 
sous de lui, suivant celle des deux températures que l'on considère, 
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et à la dislance 

loR ^ A5XCD ^ • 

Dans les opérations du § 7 il n'y a rien à changer, si ce n'est 
Téquation à employer pour Tinterpolation qu'on a à faire. Si Oy et 
0| sont les deux points ainsi désignés au § 7, on a 

.0 ff a, 

Donc Téquation ci-dessus donne 



/Sv- 


S 3 . 5 r uE3t^, OC* ^ 


ovo, »</- ,oK^^C'UxA«^'• 


Et comme 




il en résulte 


/8v-+-3vÔ,-^a,/'=»/D, 


OySl 


,^ ESt ÔG* 



c'est le premier membre de cette équation qu'on formera pour 
chacun des deux polygones tracés, au lieu de former simplemenlla 
différence SyS, — /D, et ce sont les deux résultats obtenus qui four- 
niront les termes de l'interpolation. 

§9. 

BEHARaUES SUE LA MABGHfi A SUIYBE DAHS LA PRATiaOE. — Dans la 
pratique on peut procéder par l'une ou l'autre des méthodes sui- 
vantes : 

A. 1® S'il n'y a que des charges fixes., déterminer directement 
le solide d'égale résistance relatif à ces charges et, s'il y a lieu, aux 
variations extrêmes de température auxquelles Tare est exposé, le 
tout par les méthodes qui précèdent. 

a** S'il y a des charges mobiles, les remplacer provisoirement 
par des charges fixes et opérer de même. 

3'* Avec les moments d'-nertle ainsi obtenus on peut, si on le 
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juge Utile, chercher les moments de flexion dus aux charges mo- 
biles et vérifier si les dimensions données sudisent aies supporter, 
en ayant égard ou non, suivant les cas, à la compression de la fibre 
moyenne. Cette vérification se ferait en procédant comme il esï 
indiqué aux divers Chapitres de ce Volume concernant les arcs. 

B. On peut aussi, s^il y a des charges mobiles, les considérer 
dans un petit nombre de positions, puis déterminer le solide 
d'égale résistance relatif à une charge formée par la charge perma- 
nente et la charge mobile dans chacune des positions considérées. 
Pour chacun de ces systèmes de charges, on trouvera ainsi très 
rapidement le moment d'inertie à donner à chaque section. On 
adoptera pour chaque section le plus grand des moments d'inertie 
ainsi trouvés, et alors on n'aura plus d'autre vérification à faire. 

La courbe (P) du § 6 reste la même dans les recherches rela- 
tives aux diverses positions de la charge mobile. 

Mais, si l'on ne considère que des charges symétriques, elle n'esl 
pas à tracer du tout et l'opération, quel que soit le nombre des 
positions des charges mobiles que l'on considère, est extrêmement 
rapide. 

Il en est de même pour des charges mobiles pour lesquelles on 
a pu s'assurer, par la méthode du § 7, que le polygone des pressions 
ne coupera l'arc qu'en un point qui sera son sommet. 

II. - ARCS ENCASTRÉS A LEURS DEUX EXTRÉMITÉS. 

§ 10. 

FORMULES ftÉltBAIES. — Les formules fondamentales sont ici 

(§446) 

/ rMds 

[J-r =»• 

Myds 

auxquelles on doit joindre la condition d'égale résistance 

MA . ^ 
\ / 2I 



(/ 
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§ n. 

GUUS STMÉTBIttUS. — Supposons un arc symétrique et uoe 
charge symétrique. 

Alors, par raison de symétrie, la seconde des équations (i) est 
satisfaite d^elle-ménie. Dans les deux autres, il suffit de faire les 
intégrales sur une moitié de l'arc; nous les écrirons donc 



CJ) 



J 



I 



j r^Myds 



On ne peut, en général, y satisfaire en même temps qu'à la con- 
dition d'égale résistance qu'en supposant deux points d'intersec- 
tion du polygone des pressions avec l'arc ou deux changements de 
signe du moment de flexion. 

Soient {^g. 80, p. 35 1) A et B les deux extrémités de l'arc, J, 
et J2 les deux points dont il s'agit, a,, aj leurs abscisses comptées 
du point A et (t, , (Xa les deux arcs AJ|, AJ2. 

Les conditions à satisfaire en vertu de (2) et (3) sont 



(0 



d'où 



(i') 



r^'^ds r^'^ds r^ds 

.V 

('"'fis _ i^ r'rfï 



Si l'on peut regarder la hauteur h de l'arc comme sensiblemcni 
constante, la première donne 



(5) J,J,= ^S 
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de sorte que, l'un des points Ji, J2 étant donné, Tautre s'ensuit. 
Si Ton peut regarder comme constante la projection verticale 

Il -T- de la hauteur de Tarc^ la première équation donne, en appe- 
lant ^1 et 62 les projections des points J, et J2 sur la corde, 

c,«i= - AD 

et, l'un des points J| étant connu, l'autre s'ensuit aussi. 



§ i2. 

CAS D'UH ABC ORGULAIBE DE HAUTEDB GOHSTAITE, 80UMI8 A DES GHAESES 
STHÉTBIftUES. — Dans le cas d'un arc de hauteur constante, les 
équations à satisfaire deviennent 

s 
ds — j ds-{- f ds = Of 

s 
f ds=^ f ds, 

Jf y ds — I y ds. 

S'il s'agit d'un arc circulaire, en raisonnant comme au § 2 et 
appelant S| et £2 les angles polaires des deux points inconnus J| et 
J2 où le polygone des pressions coupe l'arc, on aurait 

Sj— £, = -60, 

1 

(£1— Si ) cosOo— (sinsi— sinei) = -(ôoCOsOo— sinOo), 



d'où 



vX de même 



ou 



Ej— £, = -60, 



sinEj — sin£i= -sin6o, 
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soil 

£,— £t = -60, 
2 

1 , I sin6o T ^ 0„ 

COS-(cj-h £1 ) =:= T ~- =COS-6oCOS — 

a 4 sinj6o '^ i 

qui donnenl facilement £2 — Si et 63 H- £| . 



§13. 

CAS D'UH ABC PARABOUaUE DOn LA HAUTEUR EH PROJECTIOV TERnCâU 

EST G0V8TAHTE. — Si Ton suppose un arc dont le produit A ■t-c>î 

constant, les équations deviennent, en appelant Xi et X2 If^ 
abscisses des points J| et J2, 



J( dx = - / d.r\ 

I 
I ydx=]- \ ydx. 

La première donne 



/ 

a-, — ari = - • 
4 



La seconde, si^ est proportionnel à x^^, 



Ces deux équations fournissent les valeurs de X\ et j\. 

§ 14. 

CAS ftÉliBAL. — Dans le cas d'un arc symétrique quelconqu»* 
dont la hauteur h varie arbitrairement, formons, comme aux >£<) 
et 7, des longueurs 11! proportionnelles aux inverses de //, c'esl- 
à-dire lelles que 

,, ôc' 
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OC clanl une longueur arbitrairement choisie; alors les équations 
H satisfaire deviennent 



«i') 



f / h'y ds= ^ I h' y ds, 



ou, si l'on divise le demi-arc en parlles égales à A.ç, 



il-' 







<r, 

Porlez boni à boul sur la ligne DA (yî^. 8i, p. 870) les hau- 
teurs AJ ou des longueurs proportionnelles répondant aux points 
de division de manière à former le polygone D/q de forces hori- 
zontales égales ou proportionnelles aux longueurs A), ces forces 
étant supposées appliquées aux points de division de l'arc et con- 
struisez un polygone funiculaire G/ de ces forces. 

Si J| et J2 sont les points cherchés où le moment de flexion 
s'annule, menons les horizontales de ces points jusqu'à leurs ren- 
contres en ji et J2 avec le polygone /C. Supposons, pour un 
instant, qu'au lieu du polygone on ait tracé la courbe exacte /C, 
c'est-à-dire la courbe funiculaire des forces continues h' ds. 

Par les points j\ et y^ menons des tangentes à cette courbe 
Elles coupent la corde AB en deux points 8| et 02. On aura 





I. 



^ A> = GDx5iD. 



IH. A\ 
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Donc, la seconde des équations à satisfaire donne 

Et, comme 
il en résulte 

Fig. 8i. 




^j r'I'. 



Par le point G menons les rayons polaires CA|, C/ij respecli- 
venient parallèles aux tangentes /i 01,7*222. On voit de suiïe que 
la première des équations à satisfaire donne 



D'après cela, la marche à suivre pour résoudre le problème est 
celle-ci : 

Parlant d'un point 0| pris au sentiment, faites 0, 02 = -/D. (Si 

Ton veut, on peut commencer par chercher (§ 12) quels seraienl 
le point J| et, par suite, le point S, pour un arc circulaire de hau- 
teur constante, de même portée et de même flèche que celui quiesl 
donné et prendre ce point 0| comme point de départ.) 

Menez des points 0| et 02 des tangentes à la ligne G/. 

Soient y'i cty^ 'es points de contact. 

On mènera du point G les rayons polaires G/i|, G/r2 parallèle? 
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aux tangentes Oi^i, ^3j2» Ces rayons polaires rencontrent le poly- 
gone C/o ^6s forces h\ en deux points ht, ^2* Si ^ distance A| As 
de ces points vaut la moitié de D/q, cela prouve que le point de 
départ 8| a été bien choisi et que les points cherchés J|, Ja où le 
polygone des pressions coupe l'arc sont sur les horizontales des 
points ji et ^2» S'il y a une différence notable entre ht lu cl 

-D/o» on prendra un nouveau point de départ û| un peu à gauche 

ou à droite deyi, suivant que la différence 



2 



D/o-AiA, 



est positive ou négative. Généralement ce second tâtonnement 
suffira. Car on juge facilement sur l'épure de ce que donnera le 
nouveau point de départ o'^ et à quelle distance il conviendra de 
le placer du premier. 

Il est aisé de voir les légères modifications à apporter à ce qui 
précède, lorsque la courbe Cf est remplacée par un polygone 
obtenu en divisant l'arc en parties égales par des points de division 
6i, ^2) •••? b-t. On prendra pour le point y\ le sommet du poly- 
gone Cy, tel que les deux côtés qui y aboutissent, étant prolongés, 
comprennent le point 8| entre eux. 

Au lieu de mener le rayon polaire CA| parallèle à la tangente 
enyï, on mènera les deux rayons polaires parallèles aux côtés 
dont il vient d'être parlé et on adoptera pour point A| le milieu 
du segment intercepté par ces deux rayons sur le polygone des 
forces. On procédera de même pour les points y 2 et Aa» 

Remarque. — Si l'arc est surbaissé, on peut amplifier ses 
ordonnées comme au § 7. 

TBiGÉDU POLTfiOREDES PBESS 0H8. — Les points J,, J2 sont deux 
points par lesquels doit passer le polygone des pressions, quelles 
que soient les charges données^ pourvu qu'elles soient symé- 
triques par rapport à CD. Comme, déplus, le côté de ce polygone 
coupant la ligne CD doit être horizontal, il est déterminé pour 
chaque système de charges données. 
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Les détails des opérations sont les mêmes que pour Tare à ap- 
puis simples. 

Remarque I. — Après avoir tracé les hauteurs A„ on peut, si 
on le juge plus commode, les projeter sur une verticale, mesurer 
les projections et tracer les inverses de ces lignes projetées. 

Appelons h] ces inverses, 

par suite, les équations exactes (§ 11) deviennent 

/ 

h'dx — / h'djC -^ / h'dx =rO, 

• 'a, «^a, 

/ 

/ h' y dx - 1 h" y dx-h f h' y dr — o, 

et les équations approchées, si Ton divise la corde (non plusTarc) 
en parties rgales A:c, 

/ 

«1 a, 

/ 

a, «, s 

X, a, 

OU 

/ 



ttt 

/ 
a, 

On se servira de ces dernières équations quand il paraîtra plus 
commode ou plus exact de diviser la corde en parties égales au 
lieu de l'arc. On voit qu'elles sont les mêmes que celles obtenues 
en divisant Parc, sauf que la lettre /t' est remplacée par h". 
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§46. 

BEKABaUE 8UH LES APPUGATIOHS A DES ARCS AVEC PILIERS. — Si, pour 
un arc de forme complexe, comme il peut s'en présenter dans les 
grandes formes de charpente, il y a des parties pour lesquelles il 
est commode de diviser l'arc en parties égales, d'autres pour les- 
quelles il est plus avantageux de diviser la corde, rien n'empêche 
de le faire. 

Ainsi supposons qu'on veuille appliquer cette méthode à une 
ferme comme celle de la galerie des machines de l'Exposition 
universelle de 1878, dont la moitié esl représentée sur la 
PL XXXVUI{fig. B) à l'échelle de 7"-, 5 par mètre. 

Elle est formée en partie de panneaux dont les montants verti- 
caux sont équidistants de x^^^i, 

La fibre moyenne ou lieu des milieux des hauteurs de la ferme 
pl du pilier est tracée en traits discontinus. 

On peut la diviser en deux parties : 

1** Celle Aa qui se rapporte au pilier; 

2® Celle aC qui se rapporle à l'arbalétrier. 

Pour cette dernière, on adoptera au moins jusqu'au point a! la 
division naturelle, celle de la corde horizontale par parties égales à 
la longueur des panneaux, soit en parties 

Aar = i» 92. 

Tout le reste, c'est-à-dire a'aA, on en subdivisera la fibre 
moyenne elle-même en parties égales A5. 

Pour ramener les équations à écrire dans ce cas (et même dans 
le cas où un nombre quelconque de portions d'une ferme étaient 
divisées en parties égales A.ç de l'arc et d'autres en parties égales Ax 
de la corde) exactement à la même forme que quand toute la fibre 
moyenne a été divisée en parties égales, nous procéderons ainsi : 

De A en d construisons les inverses des hauteurs h de la ferme. 
De d en C projetons ces hauteurs h sur une verticale, ce qui donne 

les longueurs h-j-* Construisons des longueurs proportionnelles 
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aux inverses de ces dernières, c'est-à-dire à — ^» et réduisons les 
lignes obtenues dans le rapport constant — * ce qui donne des 



lignes proportionnelles à 

Ajc I 

Désignons par h' les longueurs ainsi obtenues pour toute la 
ferme, c'est-à-dire que, de A en a', les lignes que nous appelons A' 

sont proportionnelles à -r et, de a' en C, elles sont proportionnelles 
aux grandeurs (a). 

Je disque, moyennant cette notation, les équations à écrire sool 
les mêmes que si Ton avait subdivisé tout Tare en parties égales 
ou toute la corde. 

En effet, en désignant les limites des intégrations par les mémefi 
lettres que les points marquant ces limiles, on a, pour la première 
équation, 

r^ds r"' ds r^ dx 

i -^-^i Â-X ;^^° 

ds 
ou approximativement 



A.2J+^2-i=<' 



ou 



A. 


-' ""di 




a' 
A 


c 


= o 


avec notre notation 


2a'=o. 

A 




On aura de mêmr 
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Donc, si J| et J2 sont les points cherchés où la fibre moyenne 
coupe le polygone des pressions, on aura] 

J. Ji c 



Et, comme 



A J, J. 



^h'-^^h'-^'^h'^D/o, 



Jt u 



en appelant (comme sur la figure de la p. 870 )/o 1^ point obtenu 
en portant bout à bout les longueurs h' telles qu^elIes viennent 
d'être définies, on en conclut 



On aurait de même 



2a> = id/, 



en appelant / Texlrémité du polygone funiculaire des forces fic- 
tives A', aussi comme sur la figure de la page 870, de sorte que rien 
n'est à changer à la marche précédemment suivie. Nous arrivons 
donc à cette conclusion : 

Si l'on est amené pour certaines portions d'une ferme à 
diviser la fibre moyenne en portions égales à A5, pour d'autres 
portions y la corde en parties égales à ^x, on construira : 

Pour les premières, des longueurs 

A = — , 

OC étant une longueur fixe arbitrairement choisie; 
Pour les dernières, celles 

h' - ^' ^^ 

dx 
où h -^ sont les hauteurs de la ferme normales à la fibre 

moyenne et projetées sur une verticale. 
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yivec les longueurs ainsi obtenues h\ on opérera sur les points 
de division exactement comme si Varc avait été partout divisé 
en parties égales et comme il a été dit au% 14. 

§ i7. 

APFUGATIOH A LA ftBAJTDE FEBME DE LTXPOSITIOH DE 1878. — La 

ferme dont il s'agit et dont il vient d'être parlé avait 35", 60 de 
portée entre les axes des piliers; ceux-ci avaient 16™ de hauteur; 
la hauteur sous faîtage était de 24™, 60. 

Les fermes avaient i5"* d'écartement. 

Les piliers sont encastrés dans le sol. 

Les charges et surcharges que MM. Molinos et Seyrig, dans la 
Notice susmentionnée, ont admises dans les calculs de la résistance 
de cette ferme, calculs faits selon les formules de M. de Dion, 
étaient, par mètre carré de couverture, 

Poids du fer de la couverture, déduit du métré défînitif et en 

négligeant celui des piliers, des verrières et des sablières qui ^, 

ne produisent pas d'effet sur la ferme proprement dite yi 

Poids de la couverture en ardoises métalliques et voligeagc a; 

7!» 
Surcharge accidentelle de neige 40 

119 
soit, en nombre rond, lao'^p. 

El, comme Técartement des fermes est de i5™, la charge par 
mètre courant de ferme est 

^ = i5 X i3o = igSo'^îf. 

Nous nous proposons, en supposant qu'on ne connaisse aucune 
dimension des pièces de Tare, de trouver directement les deux 
points J| etJa où la parabole courbe des pressions devra couper 
la fibre moyenne pour que l'arc soit d'égale résistance; de là, 
on déduira facileiïient la courbe des pressions et, par suite, 
tous les éléments nécessaires à la détermination de la résistance 
des diverses parties de la charpente. 

Soient H^ la hauteur au-dessus du sol du point a de la fibre 
moyenne et H celle du point C. 
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Soient tii et t,2 les ordonnées inconnues des points J| et J2. 

Nous pouvons regarder la partie Aa de la fibre moyenne comme 
étant sensiblement une droite verticale et la partie a G comme 
étant sensiblement une droite inclinée; soit t son inclinaison. 

Si, de plus, nous regardons le pilier comme ayant partout 
même épaisseur h^ qu'à son pied, et l'arbalétrier comme ayant 
partout une hauteur constante /t|, supprimant ainsi la résistance 
due aux accroissements de hauteur donnés dans les angles, nous 
nous plaçons dans des conditions défavorables. 

Nous aurons, en observant que de A en ^ on a 

ds -- cl)\ 
el de a en G 

ds 






-^ o, 



r'-ds ^ r"dx ^ j_ r dy 

Admettons, sauf vérification, que le point J| est entre A et ^ el 
le point J3 entre a et G. Alors les deux équations deviennent 






ou 

I 



Si l'on prend une hauteur moyenne h^ de Tarbalélrier el qu'on 
la projette verticalement, il se trouve que la longueur h\ s\ni ainsi 
obtenue est sensiblement égale à celle Iiq du pilier. Nous pouvons 
donc admettre ici 

A0=: hi sin {. 
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Par suite, les équations se simplifient et devienneni 







2r„^27), -- H, 






2T,?r^2Tj-H« 


ou 




H 


d'où 




T^il-+-'il= H 


el, par 


suile, 


H 3H 



Les points cherchés J| et J2 tombent bien, comme on Ta sup- 
posé, l'un entre A et a, l'autre entre a et B. 

La courbe des pressions, parabole ayant son axe dirigé suivaDl 
la verticale du sommet de la ferme et assujettie à passer par le> 
points J, et Ja est donc déterminée. On peut la tracer comme au§o. 

Elle est représentée sur la figure. 

Elle coupe le sol en Aq. Si, par le milieu de AoD, on mèneum* 
verticale jusqu'à sa rencontre en O avec la tangente au sommet, 
la ligne AqO est la tangente en A^. 

Si l'on prend une échelle des forces, telle que p^^ soient re- 
présentés par une longueur égale à celle qui figure l'unité de 
longueur sur le dessin, la demi-charge totale 

sera représentée par AD, Si, dans l'angle x\oOA| formé par la 
tangente AoO et l'horizontale SOA, du sommet, on inscrit une 
verticale égale à AD, sa distance S au point O sera la distance 
polaire. Il suffit, pour cela, de prendre OK = AD et de mener 
l'horizontale de K jusqu'à sa rencontre avec OA©. 

Donc, si 3 est mesuré à l'échelle des longueurs, qui est ici de 
o'",oo75, la poussée q sera 

q = Op= j Xpl=jP, 
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P étant la charge totale, et le moment de flexion M en un point 
quelconque sera 



Ç étant l'ordonnée comprise entre la fibre moyenne et la courbtî 
des pressions, mesurée à l'échelle des longueurs. 
On a ici, sur l'épure, 

8 = 38""". 

D'ailleurs, en millimètres, 

/= 35,6 X 7,5 = 267. 

Donc la poussée est 

§18. 

GHABftES DISSTlIÉTBIQlllES. — Dans ce cas, les trois équations fon- 
damentales (1) du § 10 ne seraient, en général, compatibles avec 
la condition d'égale résistance que si le polygone des pressions 
coupait l'arc au moins en trois points. 

Supposons d'abord qu'il en soit ainsi. 

Soient J|, Ji, J3 les points d'intersection et T|, Ta, Ts les arcs 
AJ|, AJ2, AJ3 comptés depuis l'appui de gauche A de la fibre 
moyenne. 

On devra avoir 

Nous supposerons toujours le cas usuel où l'arc est symétrique. 
Alors on satisfait à ces équations en prenant pour l'un des points 
le sommet G de l'arc et pour les deux autres deux points symé- 
triques par rapport à G et convenablement choisis, c'est-à-dire, <T| 
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étant Tare înconnu ÂJ|, en faisant 



s 

(Tj = (T, ffj = — > (Tj = 5 — 9, 



Quel que soît o", la première et la dernière de ces équalions 
seront satisfaites et la seconde devienl 

s 

n'axas _ r'^xds ,_ r'~''j[ds r' xds _ 

2 

r^'xds nrds 



ou 



ou 



r^'xds \ r 



'^x ds 



qui permet de trouver o* exactement, comme on l'a fail pourlV- 
quation analogue 

s 

r"^ yds _ \_ nyds 

en considérant un polygone funiculaire de forces k' proportion- 
nelles à T> verticales au lieu de les prendre horizonialos. 

dx 
Si h --r- est sensiblement constant, l'équation devient 



Jf X dx =z - I X dxy 
^.^ 



a étant Tabscisse du point Jj. 
Soit 



lyfl 



•2 >Jl 4 



Les points J|, Ja, J3 étant ainsi trouvés, quelles que soient le> 
charges données, on tracera (§ 45) leur polygone funiculaire 
passant par ces trois points et, pourvu que ce polygone ne coupe 
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Carc en aucun autre point y ce sera le polygone des pressions. 
Sa distance polaire représente la poussée q de Tare et le moment 
«le flexion est donné par la formule 

M = y X Ç. 

Mais très souvent il arrivera que ce polygone coupera l'arc en 
c|ualre points. Alors il ne fournira pas la solution. Il faudra, pour 
l'obtenir, recourir à une règle de fausse position comme au § 6. 

S'il y a quatre points Jj, J2, J3, J.t où le polygone inconnu des 
pressions coupe l'arc, les équations qui définissent les arcs corres- 
pondants o-,, T2, 0-3, 0-4 sont 



X ^ /* X ' à ■ X. à X. h ^ / ^ h 



De plus, comme trois des quatre points J|, J2, J3, J^ suffisent 
à définir un polygone funiculaire des charges données quelles 
qu'elles soient, on a une quatrième relation entre les quatre arcs 
inconnus (T|, 0*2, 3*3, T|. 

Mais la résolution de ces équations ne serait plus aussi facile- 
ment réalisable que celle des équations que nous avons rencontrées 
jusqu'ici. 

§ 19- 

niFLUOIGEDE LA TEMPtRATUBE. — Si l'on fait intervenir à la fois 
les charges et la température, les problèmes qui précèdent se ré- 
solvent sans plus de difficulté; les équations obtenues restent les 
mêmes, sauf celle 



(|ui est remplacée par 



/- 



/ 



^•^*=-Eo,/. 



Cl les modifications à apporter aux constructions précédentes sonl 
exactement les mêmes que celles indiquées au § 8. 
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m. - ARCS DIVERS. 

§ 20. 

La méthode qui précède s'applique naturellement à Tare en- 
castré à un bout et appuyé sur tourillon fixe à Tautre, ainsi quWs; 
arcs avec charnières. L'ayant développée dans les deux cas le> 
plus importants, nous croyons inutile d'insister sur ce point. 
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NOTE IL 

ARCS CONTINUS ET ARCS RELIÉS A DES POUTRES CONTINUES. 

§1- 

OBJET DE CETTE HOTE. — Ainsi qu^il a élé dil au § 3 de la précé- 
dente Note, le pont du Douro et le viaduc de Garabit sont formés 
d'arcs portant des palées métalliques sur lesquelles reposent des 
poutres portant la voie. Au viaduc de Garabit, les poutres supé- 
rieures sont coupées au droit de chaque palée. Au pont du Douro, 
au contraire, elles sont continues. 

Dans le premier cas, la détermination des dimensions à donner 
à rOuvrage ne présente pas de difficultés particulières. On peut 
calculer directement chacune des poutres à deux appuis simples 
portant la voie, ainsi que les pressions qu'elle exerce sur les palées. 
Comme ces pressions sont transmises à l'arc, on connaît directe- 
ment les charges auxquelles celui-ci doit résister et, par suite, on 
peut trouver les dimensions qu'il convient de lui donner, d'après 
les méthodes exposées dans cet Ouvrage. 

Si les poutres supérieures sont continues, le problème est beau- 
coup plus complexe. Une première manière de le résoudre con- 
siste à procéder par approximations successives, ainsi qu'il suit : 

1** On regardera les points d'appui des poutres, c'est-à-dire les 
sommets des palées, comme des points rigoureusement fixes et de 
niveau. Dans cette hypothèse, on peut calculer les dimensions à 
donner aux poutres, d'après les méthodes exposées dans la 
deuxième Partie de cet Ouvrage, ainsi que les pressions que ces 
poutres exercent sur les palées. 

Ces pressions constituant les charges qui agissent sur Tare, on 
peut aussi calculer celui-ci et, d'autre part, trouver les déplace- 
ments élastiques de ses divers points, notamment les abaisse- 
ments verticaux positifs ou négatifs subis par les pieds des palées. 
Ces abaissements verticaux sont sensibicmcnl les mêmes que 
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ceux des sommets de ces mêmes palées, c'est-à-dire des polnls 
d'appui des poutres droites. 

2" On pourra donc calculer à nouveau ces dernières, en avant 
égard à ces changements de niveau des appuis (deuxième Partiel 
et en déduire aussi une seconde approximation pour les dimen- 
sions à donner à l'arc. 

De cette seconde approximation, on pourrait, si on le jugeait 
utile, passer à une troisième et ainsi de suite. 

Mais on peut aussi, une fois que, par l'opération i** on a obtenu 
de premières valeurs pour les moments d'inertie des sections dts 
poutres et de l'arc, procéder d'une façon plus directe. Ce sera 
l'objet de la seconde Partie de cette Note. L'objet de la premier»' 
est de résoudre ce qu'on peut appeler le problème des arcs con- 
tinus j analogue à celui des poutres continues et qui, posé dans toute 
sa généralité, s'énonce ainsi : un arc repose par ses deux extrémité^ 
sur appuis fixes avec ou sans encastrement; en outre, n — i points 
de sa fibre moyenne sont assujettis à n'avoir que des déplacements 
horizontaux, ou plus généralement à avoir des déplacements dont 
\es composantes verticales sont données 5 on demande de déter- 
miner les moments de flexion, efforts tranchants, etc., qui s'v pro- 
duisent sous l'action de charges quelconques et de changements 
quelconques de température. 

Nous donnerons d'abord la solution analytique du problème en 
ayant égard à la compression de la fibre moyenne et aux eflbrts 
tranchants; nous montrerons ensuite comment on peut le résoudre 
graphiquement si l'on néglige ces éléments devant la flexion. 

Nous suivrons la même marche quand il s'agira du problème 
des arcs relies à des poutres droites. 
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§2. 

ÉaïïATIOHFOlTOAlIEirTALEBIftOUBEUSE. — Soit (/or. A, PL AXXLr] 
AoA|A,| la fibre moyenne d'un arc que nous rapportons à deui 
axes rectangulaires des x et desy, le premier horizontal, et le second 
vertical ascendant. 
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Les deux extrémités A^ et A„ de Tare reposent sur des appuis 
fixes, avec ou sans encastrement; de plus, les w — i points donnés 

Al, ..., A/_i, A/, ..., An-i 

sont assujettis à avoir des déplacements dont les composantes ver- 
ticales 

sont données. 

Les charges qui agissent sur l'arc sont quelconques, parallèles 
ou non. 

Nous désignerons respectivement par les lettres 

les coordonnées et les composantes du déplacement d'un point 
quelconque de la fibre moyenne et, par ces mêmes lettres affectées 
de l'indice i, les quantités analogues se rapportant à l'un des points 
A/ dont le déplacement vertical Vi est donné. 

Nous appellerons d'ailleurs ces points les appuis de l'arc. 

Nous poserons 

/,• étant ainsi la longueur en projection horizontale de la travée 
A/_|A/. Nous supposerons que chaque travée A|_|A/, que nous 
appellerons aussi la travée n** i ou la travée /,-, comme nous l'avons 
fait dans la théorie des poutres droites continues, est portée à une 
température donnée t/, cette température étant la même en tous 
les points d'une même travée, mais pouvant varier d'une travée à 
l'autre. 

Cette température positive ou négative est comptée en degrés C. 
à partir de la température de pose de l'arc, prise pour zéro de 
l'échelle thermométrique. 

Nous désignerons toujours par la lettre I le moment d'inertie, 
constant ou variable de l'arc, et nous poserons comme précédem- 
ment 

(.) 1§=V et sg=S-, 

d'où résulte que, dans toutes les formules du § i23, on peut 
ni. a5 



386 


NOTE II. 


faire 




(•') 


ds dx ds dx 

T - T " 3 - s' 



Nous supposerons les coefficients d'élasticité longitudinal el 
transversal constants et nous les désignerons, comme au Chapitre!, 
oar E et gYu, 

Enfin nous appellerons / une intégrale prise depuis l'extrémilé 

gauche A|_i jusqu'à l'extrémité de droite A/ de la travée A/., A, 
ou //. 

Ceci posé, si, dans la première et la troisième des formules (A,) 
du § 423, on remplace les lettres v^^ û^, j:©» JKo respectivement par 
s^Uk, Û/_,, Xi_^^yi_^ et celles i>, û, ^, y par vt, Û,-, Xi, yi, quoo 
supprime les accents sous les signes d'intégration, qu'on ail égard 
aux trois dernières équations du § 423, on trouvera entre les 
rotations et déplacements verticaux des deux points A/_| et A/ les 
deux relations 

(ï^ i:ti^^i-^-\jJdx, 



(3) 



I / i\ rdM dx I r I dM ^ 



11 est à peine besoin de faire observer que dans cette formule la 
lettre I' n'a pas la même signification que dans celles (A|). 
Dans ces dernières, V est le moment d'inertie relatif à la section 

passant par le point (^', y) et ici c'est le produit I-^> pour la 

section passant par le point (^,j^). La même observation s'ap- 
plique à la lettre S'. 

Si l'on multiplie l'équation (3) par ^ et qu'on en élimine û|.i à 
Taide de (2), il vient 

) / i\ l rdM d.T I /* I dM . 
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Sî, à présent, dans l'équation (3) on remplace l'indice i par 
celui I + f , on aura 

i^/4.1 = p/— Û|(a7/^.i — Xi) 



ou 



(5) 



Retranchant membre à membre les équations (4) et (4')) il 
viendra 

Telle est Téquation que nous avions en vue. 

§3. 

SOLUnCni fttHiRALE DU PBOBIJKE des ABG8 GOITIHUS» — L'équation 
qui précède permet de résoudre complètement le problème des 
arcs continus, quelles que soient les charges agissantes et les va- 
riations de température. 

En effet, soient 

Mo, Ml, Mî, ..., M/, .... M„ 

les moments de flexion inconnus sur les n 4- i appuis et q la 
poussée de l'arc. 

Le moment de flexion M en un point quelconque peut évidem- 
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ment s'exprimer linéairement en fonction de ces n -h a constantes, 
qui représentent ainsi les inconnues du problème. 

Or Téquation fondamentale appliquée à chaque paire de travées 
consécutives fournira, entre ces inconnues, n — i relations. Il suffit 
donc d'en avoir trois autres. Or : 

1° Si les deux extrémités de l'arc posent sur tourillons fixes, 

on a 

Mo —- o, Mrt = o, 

et si de plus, à l'aide de la première des équations (A,) du § 423, 
on exprime que la longueur de la corde AoA„ reste invariable, 
c'est-à-dire que u — Wo= o, u^ et u se rapportant respectivement 
aux deux appuis Aq et A/j, on aura une troisième équation. Si Taie 
des X est dirigé suivant AqA;,, en sorte que y=^Q=o, cette 
équation, comme il est aisé de le voir, sera 

les intégrales s'é tendant à l'arc tout entier et la somme V s'ap- 

i 

pliquant à toutes les travées, de sorte que, si toutes les travées 
sont à une même température t, le premier terme se réduit à 

E8t/, 

/= AqA/i étant la longueur de la corde de l'arc. 

a" Si l'appui Aq est simple et l'appui Ka encastré, on aura 

Mo= o 

et les deux autres équations sont celles (12) du§ 479 où l'on rem- 
placera : 

1° ESx/par E8y^T,7| si les diverses travées sont à destempéra- 

i 

tures différentes ; 

2** X, Y, T par leurs valeurs du § 423 ; 

3® Si les deux appuis Aq et A;, sont encastrés, les trois équa- 
tions cherchées sont celles (a) du § 468 où l'on fera, s'il y a lieu, le 
même changement dans le terme relatif à la températurc,ainsi que 
les substitutions 2** qui viennent d'être indiquées. 

Ainsi le problème des arcs continus à /i 4- i appuis se trouve 
ramené à la résolution d'un système de /i H- 2 équations du pre- 
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mier degré à /i-h 2 inconnues, on n -\- 1 ou n suivant que les deux 
extrémités de l'arc sont encastrées ou que l'une d'elles seulement 
l'est ou aucune. 

Si l'on néglige reffort tranchant, il suffit dans toutes les équa- 
tions de supprimer les termes contenant le facteur i H — • 

Si, en outre, on néglige la compression de la fibre moyenne, on 
supprimera tous les termes contenant la lettre S'. 
L'équation fondamentale devient, dans ce cas, 

Ir I 'v^^^'^^i-O^— T^ I jT (^ — ^i-^i) ^ 
L h h^i J 

en posant, pour abréger, 

quel que soit l'indice i. 

■ Si l'on convient, comme pour les poutres droites continues, de 
compter les abscisses de chaque travée à partir de son appui de 
gauche, on aura 

et cette équation devient 

qui a exactement la même forme que celle (§ 351) relative à une 
poutre droite continue de section F dont les appuis intermédiaires 
seraient assujettis à avoir des déplacements verticaux donnés p^' se 
réduisant à ceux i^/ de l'arc lui-même si l'on fait abstraction des 
effets de la température. 

Supposons l'axe des x dirigé suivant la corde A© A;, : 

I® Si les deux appuis extrêmes A© et A„ sont posés sur simples 
tourillons, il faut, à l'équation fondamentale, joindre celle (2') 
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du §424 

(8) J^ yds =f^ y dx =^E^Zzil,, 

rintégration étant étendue à Tare entier et celles 

(8') Mo=M„=o. 

2® Si Tappui Ao est simple et celui A„ encastré et qu'on prenne 
le premier pour origine, les trois équations à adjoindre à celles 
que fournit le théorème fondamental sont (§ 472) 



(8') 



IMo=o, 
J^xdx=.o, 

lf^ydx = -^E^'^zai. 



3® Si les deux appuis sont encastrés, les trois dernières équa- 
tions sont remplacées (§ 446) par celles-ci : 



/ 



Mdx 
l 



(8) jj__=o, 



EXTEraCm DE LA MATHODE ETUDT aux P0UTBE8 GOROniES. — Lors- 
qu'on néglige TefTort tranchant et la compression de la fibre 
moyenne, la méthode d'Eddy peut être appliquée aux arcs con- 
tinus. 

Pour le montrer y nous observerons que, dans les équations qui 
fournissent la solution du problème, qu'il s'agisse d'un arc à ap- 
puis simples ou encastrés, en d'autres termes, qu'aux équations(;i 
on ait à adjoindre celles (8) et (8') ou celles (8*^) ou (8'^\ il 
n'y a jamais qu'une seule d'entre elles où entre explicitement 
l'ordonnée j>^ de l'arc, à savoir : 

(9) y^j'cto=-EaSx,//, 
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Laissons-la de côté et considérons toutes les autres. Elles sont 
identiques à celles qui se rapportent à une poutre droite AoA„ 
ayant le moment d'inertie V ef ayant pour appuis intermédiaires les 
projections des appuis de l'arc, ces appuis intermédiaires subissant 
des déplacements verticaux fictifs, égaux aux grandeurs données 
v^ et les appuis extrêmes Âq, A,, de la poutre ayant les mêmes 
sujétions que ceux de l'arc, c'est-à-dire étant simples ou encastrés, 
suivant que ceux de l'arc sont eux-mêmes simples ou encastrés. 

Considérons donc cette poutre droite et : 

i^ Supposons-la soumise aux charges données qui agissent sur 
l'arc, charges que nous supposerons à présent verticales. 

Qu'on regarde V comme constant ou variable, nous savons dé- 
terminer graphiquement les moments de flexion M' que ces charges 
déterminent dans la poutre. 

Suivant les méthodes exposées dans la seconde Partie 
(Chap. VIII), on commencera par déterminer les deux foyers F/, 
F)- de chaque travée //; puis on tracera, dans chacune d'elles, un 
polygone funiculaire des charges agissantes et l'on en déterminera 
la ligne de fermeture : les ordonnées du polygone funiculaire 
comptées depuis cette ligne et multipliées par la distance polaire 
Çq donneront en chaque point le moment de flexion produit dans 
la poutre par les charges données, abstraction faite des dénivella- 
tions des appuis, c'est-à-dire des abaissements verticaux donnés v'^. 
On y ajoutera en chaque point le moment dà à ces dernières, qu'on 
sait également trouver. Soit 

(lO) M=qoA 

le moment total ainsi obtenu en un point quelconque de la poutre. 

Le moment de flexion M' satisfait à toutes les équations aux- 
quelles doit satisfaire le moment de flexion inconnu M dans l'arc, 
sauf celle (9). 

Il satisfait donc aux équations (7), de sorte qu'on aura idenli- 
(|uement 

\ */ u+i I 

et à celles-ci : 
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a. Si l'arc et, par suite, la poutre ont leurs extrémités simple- 
ment appuyées, 

(12) Mi = M'„=o; 

b. Si Tappui Ao est simple et celui A„ encastré, 

(12') M'o=io, J^xdx=o, 

en prenant le point Aq pour origine; 

c. Si Ao et An sont encastrés, 

(la) j-p-dx = Oy l-rrxda:=o. 

2° Menons à présent les cordes Aq, A|, . . .., A|_i, A/, •..de 
Tare donné et supposons que chaque travée Z, porte des charges 
verticales fictives telles, que la courbe funiculaire correspondante 
soit Tare A|_iA|-, la corde de cette courbe funiculaire étant la 
droite A|_i A,-, et Ton cherchera les moments de flexion que ces 
nouvelles charges produiront dans la poutre, mais cette fois en 
supposant les appuis fixes, c^est-à-dire en supposant les déplace- 
ments verticaux ç\- tous nuls. 



'^i 



Les foyers de la poutre ayant été déterminés une fois poor 
toutes, on trouvera rapidement les moments de flexion dont il 
s'agit, c'est-à-dire les lignes de fermeture, telles que a/.i, fl/ 
( /ig. A, PL XXXIX), à partir desquelles on devra compter les 
ordonnées y* pour avoir ces moments. 

On voit que ces ordonnées seront toujours très petites par 
rapport à celles z^ dues aux charges, et souvent on pourra les né- 
gliger. 

Si l'on veut les chercher, comme déjà les ordonnées comprises 
entre l'arc donné A|_4 A/ et sa corde sont petites, on devra les 
amplifier toutes dans un même rapport arbitraire. 

Sur la figure, on les a quintuplées. On a ainsi pour la travée h 
l'arc A/_iKA/, qu'on regardera comme une courbe funiculaire de 
charges verticales fictives agissant sur la travée dont il s'agit, toutes 
les autres travées étant vides. 
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On déterminera la ligne de ferme lure a]J._, a] suivant la méthode 
du § 38i. 

Souvent on pourra approximativement regarder la portion 
A/_|A| de Tare donné, et par suite aussi l'arc amplifié A/_|KA| 
comme un arc de parabole. 

Alors la charge fictive à considérer serait sensiblement uniforme 
et, pour avoir la ligne de fermeture, il suffirait (§ 368), en appe- 
lant K le point de la courbe placé sur la verticale du milieu de la 
travée, de mener les lignes A/_i K et A/ K ; les points fi et /] où 
ces lignes sont coupées parles verticales des foyers sont deux points 
de la ligne de fermeture. 

Les ordonnées comprises entre l'arc et cette ligne de fermeture 
sont proportionnelles aux moments de flexion que la charge fictive 
agissant dans la travée li seule produit dans cette travée. Si l'on 
porte ces ordonnées à partir de A.'^_^A'p on obtient la ligne repré- 
sentative de ces moments et, en joignant les extrémités aj._^ et a'^ 
de cette ligne respectivement aux foyers de gauche F|_|, F,_2, ..., 
et aux foyers de droite F|._,, Fy_,, . . . , suivant les règles établies, 
on aura ainsi la ligne représentative des moments de flexion que la 
charge fictive agissant dans la travée // seule détermine dans la 
poutre entière. 

On fera la même opération pour chaque travée, et Ton fera, en 
cliaque point, la somme algébrique des ordonnées des lignes ainsi 
obtenues. Soit y l'ordonnée totale répondant à un point quel- 
conque de la poutre, de sorte que j^ est proportionnel au moment 
de flexion qu'on obtient en supposant que la poutre entière porte 
des charges fictives dont les courbes funiculaires auraient pour 
ordonnées les portions de verticales comprises entre l'arc donné 
AoA;, et le polygone inscrit AoA| Aj. . . A;,. 

Ces moments de flexion^ satisfont aux équations (7) privées 
de leurs seconds membres, ainsi qu'aux équations (12), (12') 
ou (12^), suivant les conditions auxquelles sont assujetties 
les deux extrémités de l'arc, c'est-à-dire qu'on aura identique- 
ment 

n3) j f^(^x — Xi-x)dx— -^J ^{x — Xi+i)dx = o 
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et, suivant les cas, 

(M) yo=o» y/i=o, 

(i4') i^^dx=o, çyjLdx^o. 

Ceci posé, les réactions des appuis intermédiaires de l'arc sonl 
verticales, puisque les composantes verticales des déplacements 
des points A/ sont données. 

Les forces directement appliquées à Tare étant aussi supposées 
verticales, la composante horizontale de la résultante des forces 
élastiques dans les diverses sections est constante dans toute I é- 
tendue de l'arc et égale à sa poussée que nous appelons q. 

Par suite, le moment de flexion M dans chaque travée nedifiere 
de celui M' que par une fonction linéaire, en sorte que 

M = M'-f- a; -h ^\x — qy, 

les constantes A^' et B,- changeant d'une travée à l'autre , mais celles/ 
qui est la poussée restant la même dans toute l'étendue de Tare. 
Dans cette équation, l'ordonnée y de l'arc est comptée de- 
puis Aq a,,; si on l'amplifie dans le rapport quelconque m\ i dan^ 
lequel on a amplifié les ordonnées comprises entre l'arc et le:» 
cordes A|_i A/, l'ordonnée obtenue my ne diflère dans chaque 
travée U de celle y comptée depuis a*_^ a*, que par une fonction 
linéaire de x de la forme 

AJar-t-BÎ, 

les coefficients A]| et BJ difi'érant d'une travée à l'autre. 

On a donc 

my = y^k\^WiX. 

Par suite, 



ou 



m ^ 
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OÙ M" est, dans chaque travée, une fonction linéaire, soit l'or- 
donnée d'une droite. 

Portons cette expression de M dans les équations à satisfaire, 
sauf celle (9), c'est-à-dire dans les équations (11) et, suivant les 
cas, celles (12), (la') ou (12"). 

Comme M' satisfait à toutes ces équations, que de plus y* et, 

par suite, -2. y satisfait à ces mêmes équations privées de leurs 

seconds membres, c'est-à-dire celles (i3) et (i4)> {}à!)o\3i {li"), 
la quantité 

satisfera çUe-méme, quelle que soit la constante -^> à toutes les 

équations auxquelles doit satisfaire M, sauf celle (9), c'est-à-dire à 
celles (1 1) et (12), (12') ou (12"). 

Donc M'' devra nécessairement satisfaire à ces mêmes équations 
privées de leurs seconds membres, soit à (i3) et (i4)> (*4') o" 
(i4*^), où la lettre^ serait remplacée par celle M". 

Cela signifie que M" peut être considéré comme l'ordonnée de 
la ligne représentative du moment de Qexion dans la poutre droite 
continue et ayant tous ses appuis de niveau, pour des charges con- 
venablement choisies. 

Mais pomme M^ est, dans chaque travée, l'ordonnée d'une seule 
droite, les charges qui produisent ce moment ne peuvent être que 
nulles. 

Ainsi, AF est le moment de flexion qui se produit dans une 
poutre continue à appuis tous de niveau et entièrement vide. Ce 
moment est donc partout nul et l'on a nécessairement 

moyennant celle expression, on satisfait à toutes les équations 
du problème, quel que soit ^> sauf celle (9). 

Portons cette valeur dans l'équation (9), elle devient 
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(roù, pour la poussée q de Tare, 

(i6; ■ ■ ' 



U*^' /^^ 



où le croehel se réduit à son premier terme si Ton fait abstraction 
de la lempéralure. 

La ligne représentative du moment de flexion M' dans la poutre 
droite est, comme on sait, un polygone funiculaire des charges 
données de distance polaire arbitrairement choisie q^^ de sorte que, 
si z^ est l'ordonnée de la ligne représentative 

le second membre se construit comme dans les problèmes relatifs 
aux arcs ordinaires en le remplaçant approximativement par 



(i(V) 




ES 






On voit donc, en résumé, que le problème est ramené à ceci : 

1** Déterminer les moments de flexion ^\l=^q^z^ produits par 
une poutre droite continue A© A', A^ . . . A;, dont les appuis inter- 
médiaires A^. ont des dénivellations données v\ sous l'influence des 
charges données qui agissent sur l'arc ; 

2° Déterminer les moments de flexion y que déterminent dans 
la même poutre, mais en y supposant tous les appuis de niveau, 
des charges verticales fictives telles, que leur courbe funiculaire 
soit l'arc donné, la corde de cette courbe funiculaire dans chaque 
travée étant la corde A|_4 A/ de l'arc lui-même; on peut, à la place 
de ces arcs, en prendre d'autres dont les ordonnées comptées 
depuis leurs cordes respectives sont celles des arcs amplifiées 
toutes dans un même rapport m : i choisi suivant les convenances 
de l'épure^ 

3'' Déterminer la poussée par la formule (i6'). 
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GA8 D'UH POLTftOHE GOITDfTJ. — Supposons qu^au lieu d'un arc dont 
la fibre moyenne est AoA|A2... A;i et dont les points A, sont 
assujettis aux conditions ci-dessus indiquées on ait une pièce dont 
la fibre moyenne soit formée par les côtés AqAi, AiAj, ... du 
polygone inscrit dans Tare, les sommets de ce polygone étant 
soumis aux mêmes conditions. 

La méthode précédente s'appliquant, quelle que soit la forme de 
la pièce considérée, devrait s'appliquer aussi à ce cas. 

Mais il est évident qu'on obtiendrait alors en tous les points 

d'où 

^ ~ 00 . 

Cela tient à ce que, dans ce cas, la poussée est produite par 
rallongement de la fibre moyenne, que nous avons négligé dans 
le paragraphe précédent. 

Si l'on en tient compte, c'est-à-dire si l'on fait usage des for- 
mules du § 2, on obtient pour la poussée une valeur finie. 

En effet, dans l'expression (i5) de M, le terme M' étant une 
fonction de x seulement, on a 

dy ~~ dy dy ~ dy' ~ ^ ' 

et l'équation (6) devient, si Ton néglige les termes de l'ordre de 
l'effort tranchant, 

Eô^T/Zz-H / j,ydx-qml-^ = o 
ou, en mettant pour M sa valeur (i5) où M'= q^z^. 



et 



(<7) 



i 
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formule qui, si y =0^ donne pourla poussée la valeur finie 
(18) q=^ — 



rdx 

J S' 



§ 6. 

BEMABaUB SUR LA SBAraSOB DES OBBOIBÉES ^* — Si dans la for- 

m 

mule (i5) on remplace M' par sa valeur 



on aura 



V 



y' 
Les ordonnées — sont en général très petites par rapport à celles 

Zo des polygones funiculaires des charges. Si donc les grandeurs q 
et Ço sont comparables, le second terme sera, en général, négli- 
geable et le moment de flexion M en un point de l'arc sera sensi- 
blement le même que celui de la poutre droite qui coïnciderait 
avec sa corde. 

Ce sera d'autant plus vrai que les appuis seront plus rap- 
prochés. 

§7. 

CAS OU I' EST GOISTAn. — Si V peut être regardé comme con- 
stant, toutes les formules et constructions qui précèdent com- 
portent des simplifications sur lesquelles il est inutile d'insister. 



B. - ARCS RELIÉS A DES POUTRES RIGIDES. 

§8. 

ÉaUAnOIS rOHDAMEHTAISS. — Soit {/i.g. B, PL XXXIX) un arc 
Aq A„ appuyé avec ou sans encastrement à ses extrémités A© et A,, 
et supposons qu'un certain nombre de points 

Al, Ai, •.., A/, .,., An-i 
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de sa fibre moyenne soient reliés à des points 

-f^iî -^î» •••> ^n •••> ^n-i9 

appartenante la fibre moyenne d'une poutre droite A^A', dont les 
deux extrémités reposent aussi sur des appuis fixes pouvant, 
comme les extrémités de l'arc, être ou non encastrés. La liaison 
a lieu à l'aide de tiges ou palées verticales A|A', ..., A/AJ, ..., 
A„_i A]^_, que nous supposons articulées à l'arc et à la poutre en 
leurs extrémités, de sorte que les réactions qu'elles font naître 
soit dans Tare, soit dans la poutre, sont verticales. 

Généralement, c'est la poutre qui reçoit seule des charges ver- 
ticales; mais les formules qui suivent subsistent si l'arc lui-même 
porte des charges. 

Nous désignerons les éléments relatifs à la poutre par les mêmes 
lettres que ceux analogues relatifs à l'arc, mais en les marquant 
d'un double accent, de sorte que le déplacement nécessairement 
vertical d'un point quelconque de la poutre est désigné par v'^ et 
celui d'un des points d'appui AJ par pj. Nous supposons, comme 
dans les formules précédentes, l'axe des x horizontal, les x positifs 
étant comptés de gauche à droite et l'axe des y vertical et ascen- 
dant, de sorte qu'une valeur positive de i>'' représenterait un 
relèvement du point de la poutre auquel elle se rapporte. 

Nous pouvons toujours écrire pour l'arc la formule fondamen- 
tale (5) du § 2, soit 

/ rd^ rdx \ 

\ gj\^ij S ds li^yj b' ds J 

L Cl —dx ^ r i—d 

h J,. S' dx li^i J, S' Ox 



_ eJ^i - ^V . ^/4-i— t'/ 



(içi) 



i "1 r, — -^ T-^, JS' 

en y adjoignant (§ 3) les trois équations relatives aux deux extré- 
mités. 
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Mais, dans ces équations, les déplacements r/ ne sont plu^ 
donnés. 

D'aulre part, nous pouvons écrire, pour la poutre droite, l'équa 
lion analogue à celle (19), en remplaçant les lettres M, T, S', P/ par 
des lettres portant deux accents. 

De plus on aura 

de sorte que la température n'intervient pas. En outre, dx =:dse[ 
M" ne dépend que de ^, en sorte que 

dyr __ m' dw _ 

ds ^ dx ^ dy ~ ' 

Par suite, Téquation relative à la poutre droite devient 

1 / I \ r I r I ^1' I /• I rfM' , 1 

Observons que, si Ton néglige l'effort tranchant, comme nous 
l'avons fait dans la théorie des poutres droites, le terme contenant 

le facteur i H — est à supprimer, et alors l'équation (20), à la 

forme près, est la même que l'équation fondamentale trouvée dans 
la théorie des poutres continues (II* Partie). 

A ces équations (20) on doit joindre deux équations relatives 
aux deux extrémités de la poutre, à savoir : 

a. Si les deux extrémités sont simplement appuyées, 

(21) m';=m; = o; 

b. Si elles sont encastrées et en négligeant l'effort tranchanl. 

— dx=iO, I -r Xdx = 0. 

C. Si l'extrémité Aq est simplement appuyée et Textrémilé A^ 
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encastrée et qu'on prenne Âq comme origine des abscisses 

(21') Mo = o, / -p-a7ûîa7 = o. 

Après avoir écrit séparément les équations qui régissent la 
poutre, nous avoïis à exprimer que chaque palée, telle que A, A'/, est 
en équilibre sous l'influence des réactions qu'elle éprouve en ses 
deux extrémités. 

Ces réactions, si l'on néglige le poids de la palée, étant les deux 
seules forces qui la sollicitent, sont égales et opposées. 

Or (§ 423) la somme des forces verticales agissant à la gauche 
d'un point quelconque de la fibre moyenne de l'arc est égale à la 

dérivée partielle y- dn moment fléchissant M en ce point. 



dx 
Soient respectivement 



\Oxj-i \àxj^ 



les valeurs de -r- immédiatement à la gauche et à la droite du 

point d'attache A,-. 
La difi^érence 

\dxl-^i \dx)^i 

représente la réaction verticale que l'arc exerce sur la palée en A/. 
Si cette force est positive, elle est ascendante et représente, par 
suite, une compression. Ainsi, si l'on appelle R/ la réaction exercée 
par l'arc sur la palée A/AJ, cette force étant comptée positivement 
si c'est une compression, on aura 

«.-(SI- (S).,- 

De même, la difi(érence 

\ d j'J^i \ dx l-i 

représente l'action exercée par la poutre sur la même palée. Et, 

comme les deux forces que subit celle-ci en ses extrémités sont 

IJf. 26 
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égales et opposées, on aura 

\'àx)^i [oxj-i- [\dx)^t \dxj-iy 
ou 

ce qu'on peut exprimer ainsi : 
La fonction 

dx 

ne doit pas avoir de discontinuité au passage des palées. Elle 
doit avoir la même valeur limite sur une palée, que l'on considère 
celle-ci comme appartenant à l'une ou à l'autre des deux travées 
qu'elle sépare. 

Soit a-/ la section horizontale d'une palée. Sa compression posi- 
tive ou négative par unité de surface est 

Ri 

ou 



\ôx)^t \àxj.i 



^i 



Par suite, si A/ = V/A} est sa longueur, le raccourcissement^ 
silif ou négatif qu'elle subit est 

en appelant Ëq son coefficient d'élasticité. 

Mais ce raccourcissement est évidemment égal à la diflférence 
Vi — v\ des déplacements verticaux de ses extrémités; d'où 

^•^<> '^''^^ = Ë^\[^^).r\d^).i\ 

Si donc on retranche l'équation (20) de l'équation (19), on 
pourra éliminer les s>i et i^J, de sorte qu'en négligeant les te^nle^ 
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de l'ordre de l'effort tranchant, on aura 



4o3 



I r / M M'V 

\ r i àu I /• I aM 



(a5) 



( 



L h lt-¥\ J 



En général, les palées ont des dimensions telles que leur pres- 
sion par unité de surface est extrêmement petite et, par suite, 
aussi la diminution de longueur qu'elles subissent. 

Si on la néglige^ ainsi que la compression de la fibre moyenne 
de l'arc, l'équation précédente se simplifie beaucoup et devient 

i r / M M-v , . 



(26) 



E8 



L li 



-Xi) 






\ 



où le second membre s'annule si l'on fait abstraction des effets de 
la température sur l'arc. 



§9. 



TJ8A6E DES ÉfllTJATIOIfS F01DAME1ITALE8. — Les équations du para- 
graphe précédent permettent de résoudre complètement tous les 
problèmes que comporte l'étude d'un arc relié à une poutre. 

Si n est le nombre des travées, le nombre des inconnues sera 
2/1 -h 3, à savoir : 
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I® Les moments de flexion M*- aux points A'- et aux deux appuis 
extrêmes de l'arc, au nombre de /i + i ; 

2^ Les moments analogues M/ relatifs à l'arc, également au 
nombre de n -f- 1 -, 

3" La poussée q de Tare. 

Quelles que soient les charges données qui agissent sur la poutre 
et sur l'arc, il est clair que le moment de flexion M'' en un point 
quelconque de la première peut s'exprimer linéairement à l'aide 
des n + I moments inconnus M^- et le moment de flexion M s'ei- 
prime de même linéairement à l'aide des n 4- 1 constantes M/ et de 
la poussée q. 

Or l'équation (aS) [ou approximativement celle (26)] appliquée 
à chaque paire de travées contiguës fournit entre les inconnues du 
problème 

/i — I 
équations linéaires. 

De même, l'équation (23), appliquée à chacune des n — 1 palées. 
fournit n — 1 équations linéaires entre ces mêmes inconnues, soit 
en tout 2/1 — 2. 

D'autre part, les conditions relatives aux deux extrémités de 
l'arc sont au nombre de 3, celles relatives aux deux extrémités de 
la poutre au nombre de 2 ; on aura donc en tout 

a/i — 2^-3-h2 = 2/n-3 

équations linéaires à résoudre pour trouver les moments de flexion 
en tous les points de la poutre et de l'arc, par suite, aussi, les efforts 

tranchants représentés sur Tare par la dérivée -j- et, sur la poutre, 
par celle -j— ; la compression de la fibre moyenne de l'arc repré- 
sentée (§ 4-23) par 

dx ds dy ds 

ou 

_ <)M rf^ d.T 

^ dx ds ^ ds^ 

q étant la poussée connue \ et enfin la compression R/ que subii 
chaque palée, par l'équation (22) et la pression exercée sur chaque 
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appui extrême, par les équations analogues 



«•=(").• 
«"=-(=)-, 



(/H-l) 



où les seconds membres sont les valeurs de la dérivée partielle -r-^ 
aux points Aq et A,,. 

§ 10. 

SOLUnOll fiRAPHKHUS. — Je considère les trois cas suivants : 

1** Les deux extrémités de l'arc reposent sur tourillons fixes et 
les deux extrémités de la poutre sur appuis simples, ce qui donne 
aux deux extrémités 

( Mo = o, M„ == o, 

^""^^ |m'o=o, m; = o. 

2*^ Les deux extrémités de l'arc sont encastrées, ainsi que les 
deux extrémités de la poutre; d'où 

3** L'une des extrémités de l'arc, par exemple l'extrémité A^,, 
repose sur tourillon fixe et l'extrémité correspondante A'J^ sui- 
appui simple, tandis que les deux extrémités An et A.^^ sont en- 
castrées, ce qui donne, en supposant l'axe des y dirigé suivant 

AqAq, 

L Mo = o, 1 -|>- djc = o, 

(27') ) ^ 

Mq = o, / —rr- dx = O. 

Dans les trois cas, il faut ajouter, si l'axe des x est dirigé suivant 
la droite Aq A/i, l'équation 

(28) /l^^^ + ES^]^/^^' -■ o, 
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le second membre se réduisant à 

E8t/= otAoA„, 

si loul Tare est à la même température t et à zéro si cette tempé- 
rature est celle de la pose de Tare. 

Dans ces équations, les intégrations sont à faire de x = o à 
X = Aq A/i =^ /. 

Cela étant, posons 

(29) P = X:I' = ^lg, 

k étant une grandeur purement numérique que je supposerai con- 
stante dans toute la longueur de Touvrage considéré. 

Ce n'est que dans celle hypothèse que la solution qui suil e«t 
ap[)licable. 

Posons de plus 

(30) M'-^M^M'", 

et, au lieu de prendre comme inconnues les deux fonctions M el 
]\r', nous prendrons comme inconnues les deux fonctions M'^'ei 
M". Si elles sont déterminées, la dernière équation donnera M. 
Jj^quation (a6') deviendra 

I /•M"' , , ^ r W . 

1 L ^i ^i-^l J 

en posant pour abréger, 

(32) ç'';=8t/^/, 

on sorte que i>] sont des longueurs connues, nulles si la lempéra- 
ture de Tare est celle de sa pose. 

Les équations (27), (27') et (27'') deviennent respectivcmenl, si 
Ton V remplace M par son expression en fonction de la nouvelle 
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inconnue M'", 
(33) 



(33') 



m:=o, 


M';; = o, 


M'i = o, 


M« = o, 


/ j -Y^^ =^' 




i/ï^— 


1 -jir xdx = o, 


^ MÏ=o, 


J V ^=^' 


) M; = o, 


J kv^-""' 



(33') 



Enfin l'équation (28) devient 
(34) /^rf. = -/l^rf.-E82^,/. 

a. Recherche du moment de flexion auxiliaire à un coefficient q près. — 
Occupons-nous d'abord de trouver la fonction inconnue M"^ 

Si [A est le moment de flexion que les charges verticales directe- 
ment appliquées à l'arc produisent sur une poutre AqAi, à deux 
appuis simples et \il' la quantité analogue pour les charges agissant 
sur la poutre A* AJ,, en sorte que \k el [x" sont connus, on a, dans la 
travée //, 

M'=îx'-t-A';-T-BÎ:r, 

où A|, B/, K]^ B* sont des constantes inconnues variables d'une 
travée à l'autre, tandis que le coefficient q qui représente la poussée 
de l'arc est le même dans toutes les travées. Par suite, 

est, dans la travée quelconque //, de la forme 

M"'^ (jL'-A-fx-f-Ar-^Bf^r-^AvjK, 
où 

A^- = A|' A A/, 

b;':=bj--^B/ 



ont deux nombres constants pour chaque travée. 
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Concevons i^fig- Bq, Pl> XXXIX) qu'on ait construit : 

1** Un polygone funiculaire «0^0 Po de distance polaire quel- 
conque q^ des charges directement appliquées sur l'arc et soient Z| 
les ordonnées connues comprises entre ce polygone et sa corde; 

2® Un polygone funiculaire ^^^^ P© ^^ même distance polaire jo 
des charges directement appliquées à la poutre et soient z^ les or- 
données de ce polygone comptées depuis sa corde. On aura 

Amplifions les ordonnées z^ dans le rapport constant et pure- 
ment numérique A: : i . 

Retranchons les ordonnées amplifiées kz^ de celles -5^, de ma- 
nière à obtenir un polygone a'^YÔ'Po ^^^^ les ordonnées comptées 
depuis la corde a^^p'^^ soient 

(35) zl=z\-kz^. 

On aura 

M'"= q^zl-\- A7 4- B7a7 — qky. 

Soit al_^ al une droite entièrement arbitraire et soient i^ les 
ordonnées du polygone «oYÔPo comptées depuis cette ligne. Dans 
chaque travée, elles ne diffèrent de celles z* comptées depuis la 
corde a* j3* que par une fonction linéaire de x ; donc nous pouvons 
encore écrire 

Aj.', B]' étant de nouvelles constantes. 

De même l'ordonnée y de l'arc i^fig» B) est comptée depuis la 

corde Ao A„. Mais, si, dans chaque travée /«, on la compte depuis 

une ligne de fermeture arbitraire Oi_iai et qu'on appelle y^ celle 

nouvelle ordonnée, elle ne diffère aussi de y que par une fonction 

linéaire de x différente d'une travée à l'autre, de sorte qu'on pourra 

écrire 

M"' = q^z"'— qky^ -f- A/-H B/jr, 

A|, B| étant de nouvelles constantes. 

Enfin, si les ordonnées^! sont jugées trop petites au point de 
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vue graphique, on pourra mener la corde A/_| A/, amplifier les or- 
données de l'arc A/.i A/ comptées depuis celle corde dans un rap- 
port arbitraire m : i qu'on prendra le même pour toutes les tra- 
vées. 

Amplifions dans le même rapport les ordonnées de la ligne de 
fermeture ai_i âr/, de sorte que les ordonnées du nouvel arc A|_| KA/ 
comptées depuis cette dernière ligne que nous désignons par a|_| a) 
sont celles ^1 multipliées par m. 

Si on les appelle j^, on aura 



et 



y 



qk 



(36) W=q^z"'- i::/-+.A/-f-B/ar, 



m 



et cela, quelles que soient les lignes de fermeture aj^i o'" et a^_^ a\. 
Suivant le choix qu'on fera de ces lignes, dans chaque travée, 
les deux constantes A/ et 6/ relatives à cette travée se modi- 
fieront. 

Ceci posé, considérons une poutre AoA,|, dont les extrémités 
Aq et A,| aient mêmes sujétions que celles de Tare et dont les 
points k-'i situés sur les verticales des palées soient assujettis à 
subir les déplacements connus \f\^ déplacements nuls si l'on fait 
abstraction des effets de la température sur l'arc. 

Supposons que cette poutre porte des charges fictives telles que, 
dans chaque travée, elles admettent le polygone «oYÔPo pour poly- 
gone funiculaire de distance polaire q^. Ces charges ne sont autres 
que celles que supporte la poutre, plus k fois celles que supporte 
l'arc, prises en sens contraires^ si donc ces dernières sont nulles, 
comme il arrive le plus souvent, le polygone a'JjYo&'o coïncide 
avec celui a^y'^jî'Jj et est relatif aux charges que porte la poutre. 

Déterminons, ce que nous savons faire graphiquement, les mo- 
ments de flexion que ces charges et les dénivellations v^ produisent 
dans la poutre, en d'autres termes, déterminons les lignes de fer- 
meture des polygones funiculaires a]^Yo'Po> ^ partir desquelles on 
devra compter les ordonnées de ce polygone dans chaque travée, 
pour qu'elles soient proportionnelles aux moments de flexion dont 
il s'agit, et ce sont ces lignes que nous prendrons pour les lignes 
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aj_, <r/J, de sorte que les moments de flexion cherchés soient 

(37) M-^^^o^". 

Il résulte de là que les quantités connues M"^ ou y©- ' mises à la 
place de M'^' dans les équations (3i) et, suivant les cas, dans les 
deux premières des équations (33), (33') ou (33"), satisfont idenli- 
quement à ces équations. 

Considérons à présent la même poutre AoA,„ mais en supposant 
tous les points Â^- de niveau avec les appuis extrêmes; suppo- 
sons-la soumise à des charges verticales qui, dans chaque travée 
A',_, AJ, admettent pour courbe funiculaire l'arc A/_< RA| et cher- 
chons les moments de flexion qui y sont produits, c'est-à-dire les 
lignes de fermeture de ces courbes funiculaires. Ce sont ces lignes 
que nous prendrons pour les lignés de fermeture aj_, a|-. 11 en ré- 
sulte que les ordonnées y comptées depuis ces lignes, étant mises 
à la place de M'" dans les équations {Z\) privées de leurs seconds 
membres et, suivant les cas, dans les deux premières des équa- 
tions (33), (33'), (33''), satisferont identiquement à ces équations. 

De ce qui précède, il résulte que les expressions 

mises à ia place de M''', satisfont aux équations (Si) et aux deux 
premières des équations (33) ou (33') ou (33'') suivant le cas où 
l'on se trouvera et cela quel que soit q. 

Comme M'" doit satisfaire à ces mêmes équations, il faut d'après 
(36) que les expressions linéaires 

A/-+- B|a?, 

mises à la place de M'" dans les équations (3i) privées de leurs se- 
conds membres et dans celles (33) ou (33' ) ou (33''), y satisfassent 
aussi. On verrait, comme au § 4, que cela ne peut avoir lieu que 
si tous les coefficients A/ et B/ sont nuls; d'où résulte 

^7') M-^^o^'"-^y, 

où tout est connu dans le second membre, sauf la poussée. La 
fonction M" est ainsi déterminée à ce coefficient q près. 
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b. Réactions produites sur les appuis par les moments de flexion M'". — 
Différen lions Texpression de M'" par rapport à ^ : on aura 

dW" _ dz" qk dy , 
Ox ~ ^^ dx m dx' 

d'où, pour la réaction sur un appui A| de la poutre Aq A', . . . A„ 



(38; 



m L\ àx )^i \ dx ) ..i\ 



i 



Le premier membre représente la réaction comptée positivement 
de bas en haut que le moment de flexion M'" produirait sur 
Tappui A|. Appelons RJ cette force fictive. On aura 

(38') ^-=.q^roi-^rl 

en posant, pour abréger, 

Les quantités r©/ et /•) sont faciles à mesurer sur Tépurc. 
L'ordonnée z'" est une fonction de Tabscisse x et est indépen- 

dante de l'ordonnée ^ de l'arc. Donc la dérivée -^- n'est autre que 

h; coefficient angulaire répondant à l'ordonnée z"\ Cette ordonnée 
est celle du polygone aoy'^'^^^ comptée depuis la ligne de fermelure 

On devra donc mesurer le rapport -— de part et d'autre de 
chaque appui A,-. 

Pour avoir, par exemple, {.— ) .» c'est-à-dire immédiatement 

à gauche de A), il suffit de mesurer à une échelle arbitraire, en 
inillimèlres par exemple, les ordonnées ^^«7 ^^ ^^" ^^ deux 
points ^\ et c du premier côté du polygone et, à la même échelle, la 
distance horizontale A:r entre les verticales ,3'|, rt'J et ce"' et calculer 
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le rapport numérique 



\àx)-r 



Sx 



Ceci suppose toulefois que les ordonnées des pol}<gones funi- 
culaires ont été portées à la même échelle que les abscisses. Si 
Téchelle des ordonnées était 2, 3, ... fois plus grande que celle 
des abscisses, le second membre de la dernière équation devrait 
être divisé par 2, 3, .... Pour avoir de suite ce second membre, 
on prendra Air égal à un nombre simple, par exemple égal à S"""' 
ou lo""*. 

Si le premier côté du polygone analogue à a^ y^' ^'^ dans la travée 
suivante est ^"ç^c^ et si la ligne de fermeture dans cette travée est 
«"'a',*., , on aurait de même 



\ àx ,Ui - 



Ci €'•; 



Lx 

en supposant que les deux verticales considérées soient toujours 
à la même distance tix. 

Le signe — vient de ce que l'ordonnée de la droite ^\c^ comptée 
depuis aja"^^ décroît, quand x croît ou que le coefficient d'incli- 
naison de cette droite est négatif. 

On a donc ainsi facilement les grandeurs purement numériques 
Toi et, en les multipliant par la distance qo mesurée à l'échelle des 
forces, on aura les produits yo^oi» 

En ce qui touche les dérivées partielles j- y il faut observer que 



y est de la forme 






y=y~-XiX-^ 


et 






%->•. 



En d'autres termes, -p est constant dans chaque travée A^_, Aj 

et égal au coefficient d'inclinaison de la ligne de fermeture ai^^ai 
relative à cette travée; ce coefficient se mesure comme les précé- 
dents. On trouvera donc aisément les grandeurs purement numé- 
riques r\ et, par suite, celles — • Elles devront être multipliées par 
le facteur qk. 
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Ainsi, on connaît graphiquement les forces auxiliaires K"-, 
comme on connaît le moment de flexion auxiliaire, c'est-à-dire au 
coefficient q près. 

Remarque. — Les opérations (a) et (6) qui précèdent peuvent 
se résumer ainsi : on suppose l'arc AoA/, détaché de la poutre, ses 
points d'attache étant supposés fixes, si l'on fait abstraction des 
effets de la température, et assujettis à prendre des déplacements 
verticaux 

(;; = E OT/ ^ — -. — '— , 

si l'on en tient compte. 
On le suppose soumis : 

i"* A la poussée inconnue q qu'il subit effectivement -, 

0? A des charges verticales égales à celles que supporte la 

poutre et à celles qu'il porte lui-même, ces dernières changées 

de sens et multipliées par k. 

Le moment de flexion qui en résulte en chacun de ses points 
est celui M"' et la réaction sur chaque appui A, est celle R^. 

c. Détermination des réactions exercées par les palées snr la poutre 
droite A'J A];,, an coefficient g près. — Après la recherche des grandeurs 
fictives dont il vient d'être parlé, nous pouvons procéder à celle 
des réactions que subit effectivement la poutre droite reliée à 
Farc. 

Nous avons montré que la fonction 

dx 

est continue au passage des appuis. Or l'équation de définition 
(29) donne 



_ M''' -4- M' 

M = ; 



et 



en sorte que 



M"' / I 



M -h M' = — ^ -,- ( , -u i. j M" 



.- .(,.I)m- 



dx ôx 

est continu au passage des appuis. 
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Et, comme k est constant, 

dx ~^ i-^ k dx 
est aussi continu, soit 

V dâ: /_/ I -+- A- \ dx J-i " \ àx J+i'^ i-^k\ ~dx ) ^i 
ou 

V (^:r /-H/ V àx J-i" i-h A' L\ àx J^t \ dx j./ J 
ou, en vertu de (38'), 

\dx/^i \ dx ) -i ' i-\-k i-h X: ^ /?i(i-i-A)' 

Le premier membre est la réaction RJ que subit effectivemeni 
la poutre droite A* A'^ au point A]. Ainsi 

(40) Rî= "hlJlL-qk /' . 

OÙ tout est connu, sauf la poussée q. 

d. Recherche du moment de flexion M' dans la poutre droita an cod- 
flcient q près. — Nous pouvons supprimer les palées A/A' sans 
modiCer Tétat de la poutre A'^^A*^, pourvu qu'aux charges données 
qui lui sont directement appliquées on adjoigne les réactions R^- 
qu^elles produisent. Nous n'aurons ainsi à considérer cette poutre 
qu'avec les deux seuls appuis extrêmes A^, A),, simples ou en- 
castrés, suivant les données du problème. Supposons d'abord 
qu'elle ne supporte que les charges qui lui sont directement ap- 
pliquées et aucune réaction RJ. Soit ^qÇo le moment de flexion 
facile à trouver graphiquement, puisqu'il s'agit d'une poutre à 
deux appuis seulement, qui se produit en chacun de ses points. 

Supposons ensuite que les charges qui la sollicitent réellement 
soient supprimées et qu'elle ne supporte que la force roi en chaque 
appui A/, cette force étant ascendante ou descendante suivant que 
Toi est positif ou négatif. 

Soit ^0 le moment de flexion qui en résulte eu chacun de ses 
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poiots, de sorte que, si ce sont des forces ^" 7 qui agissent, Je 



Vf 

moment de flexion sera -^-^. 

i-ha: 



Supposons enfin que les seules forces appliquées soient celles 
r)-, ascendantes ou descendantes suivant que leurs valeurs sont 
positives ou négatives et soient ^ les moments de flexion qui en 

résultent, de sorte que, sous Faction des forces — '-^, ces 



moments seraient — 



m i-h k 

En vertu du principe de superposition, le moment de flexion 
eflectif M*' sera 

iU) M'^g'oÇoH j—j — y 

où tout est connu, sauf la poussée q. 

e. Détermination du moment de flexion M de l'arc an coefflcient g prés. 

— On a 

M" _ M*" 

^=—k 

D^ailleurs 

D'autre part, M" est donné par (1 1). 
Donc 

M = |»(c..-ci-o-i(ï-y;. 

/; Détermination de la poussée q. — Si Ton porte cette expression 
de q dans Téquation (28, § 10) 

J -J. dx -+- Eo^-r/// = 0, 
il viendra, en aj^ant égard kl" -^ kl\ 
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OU 



(4» .= ? 



?o / — 






/(Tél-Of^ 



se réduisant au premier terme si Ton fait abstraction des effets de 
la température. 

Si l'on suppose de plus F constant et qu'on remplace les / par 
des sommes 



(43) q = ^^» 






que l'on construit comme les expressions analogues trouvées pré- 
cédemment, on voit que la poussée q varie beaucoup avec la va- 
leur de k. Si l'on fait â:= o, soit 

ce qui suppose qu'on ne tient pas compte de la raideur de la 
poutre droite, la poussée q sera la même que si les chaînes por- 
taient directement sur l'arc. 

Les opérations successives à faire sont alors celles-ci : 

I® Supposer une poutre droite fictive AoA„, de section con- 
stante, dont les points intermédiaires A)- seront des appuis simples, 
tous de niveau et fixes. 

Déterminer le moment de flexion M'"= ^o^'"? ^^^^ cette partie, 
sous l'influence des charges qui agissent sur la poutre donnée, 
ainsi que les réactions correspondantes Roi= q^^ùi sur les appuis. 

A l'aide des moments M'" déterminer une première valeur du 

moment d'inertie F à donner à la poutre et, à l'aide des charges R«/ 

agissant sur l'arc, considéré comme un arc ordinaire à deux appuis. 

déterminer de même une première valeur à donner au moment 

dx 
d'inertie I de l'arc: d'où l'on déduira F = I -^^ 
' ds 

On adoptera pour A* = -p une valeur moyenne du second 

membre. 



ARCS CONTINUS ET ARCS RELIÉS A DES POUTRES CONTINUES. 417 

2° Supposer cette même poutre soumise à des charges verticales 
fictives, telles que, dans chaque travée Aj-_jA^, la courbe funiculaire 
de ces charges soit la partie correspondante A/_i A/ de l'arc donné 
limité par sa corde et déterminer les lignes de fermeture corres- 
pondantes. 

On simplifie beaucoup l'opération en regardant les portions de 
l'arc comprises entre deux points d'attache consécutifs comme des 
arcs de parabole (§ 468). On sera aussi amené à amplifier les or- 
données de ces arcs dans un rapport m : i et à déterminer les lignes 
de fermeture des arcs amplifiés. Soient^' les ordonnées comprises 
entre les arcs ainsi amplifiés et leurs lignes de fermeture dans 
chaque travée; soient r\ les réactions correspondantes sur les 
appuis, c'est-à-dire les réactions qui se produiraient si y étaient 
des moments de flexion effectifs, en sorte que 

qu'on relève sur l'épure comme coefficients angulaires, ainsi qu'il 
a été expliqué. 

3° Ces recherches réunies fournissent le moment de flexion M''^ 
que les charges données eussent produit sur l'arc en supposant les 
points d'attache A/ fixes, à savoir 

Par suite, la réaction R*. que subit effectivement la poutre droite 

donnée au point A][ sera 

k , 
q^r^t — q- ri 

Rn "*■ 

' i-f- A: 

4° Connaissant, au coeflicient q près, les réactions R" aux points 
AJ, on trouve, à ce même coefficient près, le moment de flexion 
M*^ dans la poutre, puisqu'elle peut être considérée comme une 
poutre à deux appuis A^ et A*, soumise aux charges données et 
aux réactions connues R'^j on cherchera d'abord le moment de 
flexion M^ qui se produirait si l'on avait y = o, puis celui M', qui 
se produirait si l'on avait </ s: i , et l'on aura 
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5° Ayant M!'^ et ]\F exprimés linéairement en y, on a, à 

cause de 

M"' = M - kW, 

le moment de flexion M de la même manière. 
Portant cette valeur de M dans l'équation 



qui se réduit à 

l't approximativement à 



/ 



Y" dx = G, 



/ Mjr dx = o 
2Mj^= o, 



on obtient la poussée q, 

6^ Les moments de flexion M et M'^ étant ainsi connus, on en 
déduit de nouvelles valeurs pour les moments d'inertie I et I' par 
la condition d'égale résistance. 

7® Ayant ces valeurs, on en cherchera, si on le désire, d'autres 
plus exactes en ayant égard à la température. 

Soit T/ Tune des températures extrêmes que peut subir la travée 

/|-. Généralement t,- aura la même valeur t pour toutes les travées. 

On recommencera les opérations précédentes en adoptant pour 

A- la valeur moyenne du rapport p qui vient d'être trouvé. 

De même on prendra, si l'on ne veut pas avoir égard à la varia- 
bilité de F, une valeur moyenne de F. 

Dans l'opération i*^, au lieu de supposer les appuis de la poutre 
fictive tous de niveau, on leur attribuera des ordonnées 

1^ ■ = E Bxy,, 

les ordonnées j^i de l'arc étant comptées depuis sa corde. 
Les autres opérations subsistent sans changement. 
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DU BUBBAU DBS LONGITUDES, DB l'ÉGOLB POLYTECHNIQUE, 

SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER, 

Quai des Augustins, 55. 

1887 

(Tons drolu réterrét.) 
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